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Capiro 1 
EL PUNTO 


NOCIONES PRELIMINARES. PLANOS DE PROVYECULON, 
REPRESENTACION DEL PUNTO. POSICIONES DIF, PUNTO 


81. OBJETO DE LA GEOMETRIA DESCRIPTIVA. ORIGEN 


1.--—Son conocidas las dificultades con que ordinanareicate e 
tropieza cuando se quiere representar un cuerpo sobre wa ha de 
papel. El dibujo obtenido, el de la figura 1, por ejemplo, da uma 
idea general del objeto representado, pero no su forma rigurosa ni 
sus medidas. El constructor de una casa o el fabricante de una 
máquina o de una simple herramienta necesitam, además de la idea 
general del trabajo que deben ejecutar, un dibujo eunya lectura por 
mita determinar la fornia precisa, la disposición d* las partes y las 
medidas de la casa, máquina o herramienta, de modo que sen ito 
rialmente posible su exacta construcción. He ahí el obieto de la 
Geometría Descriptiva. Enseñar cómo debe confeccionarse la tr 
presentación plana de un objeto. de modo que aparezca 0 puedo 
deducirse su forma precisa, así como la distribución y dimensiones 
de sus elementos constitutivos. 


Fic. 1 


La Geometria Descriptiva suministra las bases teóricas dei di- 
bujo técnico. 
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2. — Algunas reglas empíricas necesarias para la represeritación 
de los cuerpos, así como para resolver distintos problemas prácticos, 
eran conocidas desde la antigiedad. La construcción de los grandes 
templos y palacios, cuyas ruinas podemos admirar todavía, exigió, 
sin duda, dibujos de plantas, fachadas y perfiles, así como nociones 
prácticas sobre corte de piedras. 

En la construcción del templo de Jehová, dispuesta por SALo- 
món, los albañiles y los aparejadores cortaron y aparejaron la madera 
y la piedra para labrar la casa. En el libro de los Reyes, capítulo VI, 
<e lee: “Y la casa cuando se edificaba, la edificaban de piedras en- 
Yeras como las tratan; de tal manera que cuando la edificaban, ni 
martillos ni hachas fueron oidos en la casa, ni ningún otro instru- 
mento de hierro”. Las piedras eran traídas, pues, desde las canteras, 
perfectamente cortadas y aparejadas. 

En la época del Renacimiento los conocimientos sobre repre- 
sentación gráfica de objetos fueron notablemente aumentados (LEo- 
NARDO Da VINCI y PIERO DELLA Francesca), sobre todo los referentes 
a perspectiva; pero recién en la Edad Moderna, Gasrar MonGE 
(1746-1818) reunió, completó y coordinó las reglas conocidas, dando 
dignidad de ciencia a la Geometría Descriptiva. 


$2. PROYECCION ORTOGONAL 


1.-— Dado un punto P del espacio y un plano x (fig. 2), Há- 
mase proyección ortogonal del punto sobre el plano, el pie P; de la 


¿P 


F 
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perpendicular conducida desde el punto al plano. El plano x es el 
plano de proyección; la recta PP, es la proyectante del punto P. 

2.-—La proyección ortogonal de una línea | sobre un plano 
x es la linea l,, formada por las proyecciones ortogonales de todos 
sus puntos sobre el mismo plano x (fig. 3). El conjunto de proyec- 


LA DANEA LLOTA 


tu 


tantes de los puntos de la línca constituye una auperficio Vamada 
superficio cuíiudrica proyectante de la lea. 


3.—Si en vez de una línea cualquiera se trata de una recta r 
(fig. 4), la superficie cilindrica proyectante se reduce a un plano 


FiG. 4 


proyectante. La proyerción Fa de 1. además de ser el conjunto de da 
proyecciones de todos los puntos de r, es también la intersección del 
plano proyectante y del plano de proyección. La Geometría Elemental 
enseña que la intersección de dos planos es mma recta, por lo que 
podemos afirmar que la proyección ortogonal de una recta sobre un 
plano es, generalmente, una recta. Decimos generalmente porque 


4 D. DI PIETRO. — GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


la recta r (fig.5) es perpendicular al plano a, las proyecciones le 
sus diferentes puntos coinciden, y entonces 7, queda reducida a un 
punto único, 


Etc. 5 


4.- - La proyección ortogonal de uma figura cualquiera está Tor- 
mada por las proyecciones de sus líneas sobre el plano de proyección. 
La figura 6 da la proyección de un paralelepípedo. 


O A AOS 
GT TADRA HP TA 
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Lo Ses (fig. 7) un guate cualquieca L Lars oíMener st pro 
yección sabre el plano m1, basta trazar desde ese pino la perpendicular 
al plano. El pie P, de la perpendicular es, como ya sabemos, la pro» 


me 
P 


FIG. 
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yección de P sobre x. Cualquier otro punlo, P por ejemplo, situado 
sobre la proyectante PP,, tiene también P, como proyección. Se con 
prende entonces que el conocimiento de P, no es suficiente para vol- 
ver a determinar el punto P del espacio. Lo único que puede afir- 
marse es que se encuentra sobre la perpendicular en P, al plano du. 
Pero si además de P, conocemos también la longitud P1P, toda incertl- 
dumbre desaparece y el punto P queda perfectamente determinado. 
La longitud P,P es la cota del punto P. 


2. — Para hacer conocer la cota de un punto la Geometria Des- 
criptiva emplea dos métodos distintos: 

1? Además de la proyección P, se da también la proyección Pa 
del mismo punto P sobre otro plano perpendicular al 1,5 las proyec- 
ciones de P y P' sobre este nuevo plano ya no se confunden, entonces 
(fig. 8), y el punto P queda determinado por la intersección de las 
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proyectantes correspondientes a Pi y Ps. Este método es el de la 
doble proyección ortogonal (*) o método de Monge (**). 

99 Al lado de la proyección P, de P sobre el plano x se coloca la 
correspondiente cota figurada mediante un número. Asi, la figura Y 
da la proyección del punto P, distante 10 unidades lineales del pla- 
no x. Da también la proyección del segmento de recta AB, cuyos 
extremos A y B tienen como cotas 15 y 26 unidades, respectiva- 
mente. Este método es el de las proyecciones acotadas. 


$4. PLANOS DE PROYECCION 


1.—-En el método de la doble proyección ortogonal se clige un 
plano horizontal, su. y otro vertical, 1. Puede imaginarse, por ejcm- 
plo. que el plano horizontal sea el del piso del aula y que el vertical 


(*) Para ciertas cuestiones empléanse a veces dos planos de proyección no 
(**) Gaspar MoneE, nacido en Beaume, provincia de Borgoña, el 10 de mavo 
ortogonales (proyección paralela oblicua). 
de 1746 
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sea ol de una de las paredes. La intersección de esos dos planos es la 

line de tierra; es imdicada generalmente mediante la escritura ¿7 
? $ Lp] E 

(fig. 10). La proyección de un punto sobre el plano horizontal es la 


ronera proyección o proyección horizontal del punto. La indicare- 
p 1 | 


ye 
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mos colocando el subíndice 1 a la letra empleada para designar el 
punto. Así, Py es la proyección horizontal de P. La proyección sobre 
el plano vertical es la segunda proyección o proyección vertical del 
punto. La indicaremos agregando el subíudico 2 a la correspondiente 
letra del punto. Así, Pa es la proyección vertical de P, 

Para indicar que un punto £, por ejenaqulo, ene como proyeccio- 
nes P, y Pa, emplearemos la escritura P== (P,, Pa). La distancia P4P 
del punto P al plano horizontal es la cota de P: la distancia PeP al 
plano vertical es su alejamiento. 


2. Los des planes de provección dividen el espacio en cuatro 
regiones (diedros rectos), que se Jamas, respectivamente, 1, HP, 10 
y IV* región del espacio (5). 


Poo O tambien 7, 2% 3% o 4% ddierdro 
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Se conviene en que la Í región es la situada delante del plano 
vertical y encima del horizontal; la 1%. detrás del plano vertical y 
encima del horizontal; la Ur, detrás del verlical y debajo del hor:- 
zontal; la IVs, delante del plano vertical y debajo del horizontal. 

El observador se supone situado siempre en la 1* región, teniendo 
el extremo L de la línea de tierra a su izquierda y el extremo 7 a su 
derecha. 


85. REPRESENTACION DEL PUNTO 


1. — Supongamos (fig. 11) un punto P situado en la 1* región. 
Sus proyecciones son P, y Pe. Las proyectantes PP, y PP, determinan 
un plano que es perpendicular al plano horizontal y al vertical; las 
intersecciones P,P, y PoPa de ese plano con los de proyección son, de 
acuerdo con la Geometría Elemental, perpendiculares «4 la línea de 
tierra y perpendiculares entre sí. La figura PP,P,P, es. por lo tanto, 
un rectángulo, y se puede escribir 


Fi. 11 e 
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medidos exios segtuealos mediante naa unidad arbitraria y establecido 
para ellos un cierto sentido postlivo. 
. Si entonces hacemos girar el plano verlical alrededor de 7 en 


1 


sentido contrario a las agujas del roloj hasta hacerlo colmcidir cor el 
hormzont. dos segmentos PP Y PP pa pendiandares ambos e EL, 
quedarán uno a cortinuación de cteo, y los 
puntos P, y P, estarán sobre una misma 
perpendicular «a la linea de tierra. A esta 
perpendicular se le llama línca de referencia. 
En la figura 12 el plano vertical fué girado, 
ábratido o rebatido, en la forma indicada, y 
se obtuvo un dibujo que constitave la repre- 
¿sentación o figura descriptiva del punto P. 
Mas común- 
mente se su- 


Pa 
prime el con- 
torno de los 
planos, y la 
a o cemtas L E T 
rio representa- — 
ción toma en- 
tonces el aspecto de la figura 13. Me- 
diante la figura descriptiva tenemos 
los elementos necesarios para indivi- R 
dualiz y e io. Ba 
ar el punto P del espacio. Basta Fic. 18 


imaginar la perpendicular en P;, al 
plano del dibujo y Devar sobre esta recta, a partir de P, y cncmma 
de este punto, una longitud igual a P¿Pg. 


2. —El punto objetivo P ha sido considerado en la 1* región, 
pero puede, naturalmente, estar en cualquiera de las otras tres. ¿Có- 
mo distinguiremos en la figura descriptiva estas diferentes posiciones? 
ls lo que veremos en el parágrafo siguiente. 


6. POSICIONES DEL PUNTO 


1.---El punto está situado en la 1* región (fig. 14). 

Después del abatimiento se obtiene la representación que ya cono- 
cemos: la proyección vertical Pz aparece encima de LT; la proyección 
horizontal 7, aparece debajo. El segmento P.P, da la distancia del 
pinto al plano x1; el P.,P, da la distancia al plano xo. 
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a) figura espacial b] figura desephva 


5 U 


2,-— El punto está 
situado en la D% región 
(fig. 15). Efectuado el 
abatimiento en la forma 
ya indicada se obtiene la 
figura descriptiva corres- 
pondiente, 


Se ve que las dos proyecciones se encuentran encima de la linea 
de tierra, 


aj figura espacial D) Figura descripiva 
| R 
'R 

ua Den 
R 

Ñ 3.— El punto está situado 


ea la UE región (fig. 10). 


Abatido el plano e cobre cr resalta una representación: carac- 
terizada por tener Baena de TP y Pyoadebodo 
s ed - 
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4.—-El punto está situado en la 1V* regina (ho. 17), Después 
del abatimiento se obtiene una representación que se dislingue por 
toner las dos proyecciones del punto debajo de la línea de tierra. 


a) figura espacial b) figura desciptivo 


en 


O) figura espacial b) figura descriptiva 
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n 37 ES F ps s ea 4 
5. Em las reprusenteciones correspentdiedes a put situados 


ca las regiones 1 y 1V? la colocación relativa de las pros 
es necesariamente la indicada on las figuras 15 y 17. “E 
de los valores de las cotas y de los alejamientos, aunque ambas proyec- 
ciones aparecen siempre a un mismo lado de LT y sobre una misma 
perpendicular a ésta. Si la cola es igual al alejamiento, las dos pro- 

RA yecciones se superponen, y se obtienen enton- 

112 ces representaciones como Jas de la figura 18. 


L T L F y 


—— — 
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$7. PUNTOS SIFUADOS EN UNO DE LOS 
PLANOS DE PROYECCION 


1.—El punto del espacio puede encon- > 
trarse en el plano horizontal; entonces él mis- RA 
mo es su proyección horizontal, Como la cota es nula, la proyección 
vertical (fig. 19) se encuentra en línea de tierra. 


a) figura espocal bp) figura descriptiva 


2.-- FJ punto P, considerado en el caso anterior, encuéntrase 
en el plano horizontal, delante del vertical; podria encontrarse detrás 
de oste ¡¿lano. Fs lo que se tiene en da figura on 
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O) figura espacial D)fiqura descriptiva 


A, 


Az 


Fic. 20 


3.—Si el punto del espacio está situado en el plano vertical, él 
niismo es su proyección vertical. Siendo nula el alejamiento la pro- 
yección horizontal se halla en la línea de tierra. La figura 21 indica 
los dos casos que pueden presentarse (puntos P y Q). 


a) figura espacial b figura descriptiva 
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: _ 4.-— En fin, si el punio está en 
16 Ay Az T Ja linea de tierra, él mismo se colan 

Es Se de con sus dos proyecciones (fig. 22). 
38. PUNTOS SITUADOS EN PLANOS BISECTORES 


1.—Se sabe que plano bisector de un diedro es el plano que 
pasando por la arista del diedro divide a éste en dos partes iguales, 
Las cuatro regiones determinadas por los planos de proyección dan 
lugar entonces a dos planos bisectores: uno para las regiones 1* y 10%, 
otro para las 11* y I'V?. 

2.—Un punto cualquiera P situado en el plano bisector del 
primer diedro (fig. 23) equidista de los dos planos de proyección, 


A) figura espacial bo) figura descriptiva 
E 
L Lo T 
| 
E 


propiedad que se verifica también 
para todos los puntos del plano 
bisector de cualquiera de los otros 
Fic. 23 diedros. La representación del 

punto P antes considerado tiene, 
por lo tanto, P, y Pa dispuestos simétricamente con respecto a ET, es 
decir, dispuestos de modo que 

P,P, = P,Po. 


Ra 


3.— Para pun- 
tos situados en los 
lanos bisertores de 
L A E AE So. hos Ro Y eS diedras 21, 3% y 
a | | 4* se obtienen las 
| representaciones de 
Elo. 24 | e Ja figura 24, puntos 
Ra P, Q y R, respecti- 
Q? vamente, 
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$9. PLANO DE PERFIL 


1.— Los dos planos Ti y Tle SON suficientes, en general, para 
estudiar las figuras del espacio, En algunos casos resulta necesario 
recurrir a un tercer plano rg, perpendicular a los dos primeros. Es 
vt plano de perfil o 
tercer plano de pro- 
yección (fig. 25). 

Los tres planos 
de proyección for- 
man un triedro tri- 
rectangular y se 
cortan según tres 
rectas perpendicu- 
lares ertre sí, que 
concurren en el 
punto O, Para ob- 
tener la representa- 
ción puede abatirse 
este tercer plano so- 
bre el plano verti- Fic. 25 
cal, haciéndolo gi- 
rar alrededor de OY, o también sobre el horizontal, haciéndolo girar 
alrededor de OX,. 


elevación 
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2. —En los dibujos de mádguinas, muebles, ele, se ejecutan: sina 
proyección horizontal o planta, uma proyección vertical o elevación y 
también, a menudo, una proyección de perlil o vista de perfil o sima- 
plemente perfil (fig. 26). 


$ 10. PERFIL DE UN PUNTO 
1.-—Sca un punto P (fig. 27). Sus proyecciones horizontal y 


vertical son P, y Pa. Llevando desde P la perpendicular al plano de 
perfil se tiene la tercera proyección Pj del punto. Si se abate el plano 


QA) figura espacial b) figura descriptiva 


Pia. 27 


la sobre el a haciéndolo girar alrededor de OY, que constitaye una 
nueva línea de tierra, la proyección Pz describe un cuarto de circun- 


ferencia. La figura descriptiva hace ver que el alejamiento PoP, ha 
sido llevado a P7P, perpendicularmente a OY mediante la construc- 
ción que aparece en el gráfico. 

2.—La figura 28 se reficre al abatimiento del plano de perfil 
sobre el horizontal. 


8£J1. CONVENCIONES PARA El, DIBUJO 


l.-- Para que una figura descriptiva pueda ser Jeida es necesario 
dibujarla de acuerdo con ciertas convenciones admitidas en Geometría 
Descriptiva. Ellas sor: 

1% Los dos planos de proyección son considerados opacos; en con- 
secuencia. sólo son visibles las fimros simadas en da J% región. 
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2% Las proyecciones de los datos y las de los resultados se dibujan 
en negro mediante trazos continuos llenos (— ) si se trata de 
partes visibles, o trazos muy pequeños (-==---- ), o simplemente 
puntos, si de partes invisibles. 


3* Las proyecciones de líneas auxiliares se dibujan en forma de 
pequeños trazos de igual longitud (———-“—), O bien mediante trazos 
continuos muy finos (-———-), o también llenas de color carmin. 

-42 Las líneas auxiliares de cierta importancia, ejes de simetria, 
por ejemplo, se suelen representar mediante trazos y puntos alter- 
nados (====*»). 

2. —A veces se conviene en distinguir las líneas dadas visibles 
de Jas lineas pedidas, también visibles, utilizando para las últimas 
trazos continuos más gruesos que para las primeras. 


1412. APLICACIONES 


1. —Dibujar la figura descriptiva de un punto de la 1* región 
situado a 25 mm del plano 4 y a 35 mm del ma (*). 


(0 Si se establece el sentido para las cotas y los alejamientos, no hace falta la 
ulicación de la región del espacio. Se admite generalmente que sean positivas las 
enfus contadas encima de 7.7, negativas las contadas debajo. En cuanto a los aleja- 
mientos son considerados positivos contados delante de LT, negativos en cazo con 
tinrio, Asi, sí wa punto tiene cota negativa y alejamiento positivo, pertentce a 
In TV? región, 
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L Fa 
| 1Omm 5 
ds El 15 mm 
P 
Ftc. 30 


nun del plano m. y a 15 mm 
del plano x. 


E 


3. — Dibujar la figura 
descriptiva de un punto del 
plano bisector del 3* diedro, 
situado a 351mm de los pla- 
nos de proyección. 


Por tratarse de un pun 
to del 3* diedro la proyec- 
ción horizuntal está encima 
de LT, la vertical, debajo. 
La representación pedida es 
entonces la de la figura 31. 


Tratándose de un punto 
de la primera región la pro- 
yección horizontal debo estar 
debajo de £T'; la vertical, en- 
cima. Tomando entonces so- 
bre la normal a la línea de 
tierra 


PP, = 35 mm, 
P,Po == 25 nun, 


se tiene (fig. 29) la repre- 
sentación pedida, 


2. — Leer la figura des- 
criptiva dada en la figura 30. 


Como las dos proyeccio- 
nes están debajo de £T', el 
punto pertenece a la IV* re- 
gión. Hállase, además. a 10 


oU 
ay] 


Fic. 31 
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4. —Se comprende que si las cotas y los alejamientos de una 


figura son grandes, puede emplearse en la figura descriptiva la escala 
gráfica que resulte más conveniente. Asi, la figura 32 corresponde a 
un punto situado a 30 cm del plano horizontal y a 20 cm del vertical. 
Pertenece al 3" diedro, 


Y. 


Fi 


escala 1:10 


EJERCICIOS 


. Representar un punto del 2* diedro subiendo que dista 10cm del plano hori- 


zontal y 8 cm del vertical. 


Dar la representación de un punto del semiplano vertical superior, que está 
a 3cm del plano horizontal, 


. Representar un punto de alejamiento -—%cm y cota cero, 


. Dar la representación de mm punto del plano bisector del 19%". diedro sabiendy 


que está a 10cm de la línea de tierra. 


. Hallar la tercera proyección de un punto de alejamiento 3 y cota 2,5. 


Hallar la tercera proyección de un punto de alejamiento — 2 y cota — 3. 


Representar un punto del plano vertical, de cota -- 8 cm. 


CaríruLo Il 
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$ 13. REPRESENTACION DE LA RECTA 


1. — Vimos ya que una recta se proyecta sobre un plavo bajo la 
forma de una recta, con la excepción indicada en la figura 3, $2. Si 
entonces proyectamos una recta r (fig. 33) primero sobre el plano 


Fic. 33 


horizontal y después sobre el vertical. obtenemos dos proyecciones 
Ki y ra de la recta dada. Los planos proyectantes de r som: uno, per- 
pendicular al plano 11, es el plano proyectante horizontalmente; otro, 
perpendicular al plano ze, es el plano proyectante verticalmente. Si 
después de obtener 7, y r2 abatimos el plano xa sobre el xy mediante la 
conocida rotación alrededor de LT, se tiene sobre el único plano 74 
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el par de rectas ri 

y re (fig. 34), que E 
constituyen la re- 2 
presentación de la 
recta objetiva. Las 
dos proyecciones ri 
y F2 son suficientes, 
en general, para de- 
terminar la recta 
del espacio. En efec- 
to, si imaginamos 
que el plano 
vuelve a su posición 
primitiva, condu- 
ciendo por r, un 
plano perpendicular al plano 1 y por rz un plano perpendicular 
al mo, la intersección de estos dos planos da la recta objetiva r (*). 


La recta r, es la primera proyección o proyección horizontal de la 
recta r; la recta ra es su segunda proyección O proyección vertical y 
se escribe 


Te (Fi, ra). 


2. — Como dos 
Az puntos determinan 
una recta, ésta es 
considerada conoci- 
da si se dan las pro- 
yecciones Ay, Az y 
Bs, B2 de dos de 
sus puntos A y B 
(fig. 35). La pro- 
yección horizontal 
r, se obtiene unien- 
do mediante una 
recta As y Bs; la 
vertical, uniendo As 
y Ba. 


3.-— A la inversa, si se conocen las proyecciones f, y Tz2 de una 
recta, se determinan las proyecciones P, y Pz de un punto P de r 
(fig. 36), teniendo en cuenta que P, y Pa deben encontrarse sobre r; 
y ra, respectivamente, y sobre una misma perpendicular a LT. 


ñ 
D, 
Fic. 35 


(*) La recta r queda así determinada y es única. Se exceptúa el caso en que 
', y rz son perpendiculares, en un mismo punto, a la línea de tierra. En este caso 
la recta se presenta, generalmente, mediante un par de puntos A y B, 
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tz 


se tiene, por el co- 
nocido teorema de 
Thales, 


AP _ AP, 
PE Pa, 


y entonces, si por 
hipótesis 


AP. =2, 
PB ni 
también 
ALP, _ na E 
PB n 


Del mismo modo se 
demuestra que 


ASP. 2 


PoBo 


_ mM 
n 


4. —Hós fácil 
demostrar que si un 
segmento es dividi- 
do por un punto en 
una relación dada, 
también las proyec- 
ciones del punto di- 
viden en la misma 
relación las pro- 
yecciones del seg- 
mento. 

En efecto (fi- 
gura 37), si AB es 
el segmento y P el 
punto que lo divide 


“o. m 
en la relación a 


Kn particular, las proyecciones del punto medio de un segmento 
dividen en dos partes iguales las proyecciones del segmento. 


$ 14. TRAZAS DE UNA RECTA 


1.--- Se llaman trazas de una recta los puntos en que ósta en 
cuentra O atraviesa los dos planos de proyección. Asi (fig. 38), los 
puntos H y V son las trazas de la recta 7. Con más precisión, H es 


la traza horizontal y V la traza vertical, 


La traza A es un punto del plano x,, su proyección horizontal E, 
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coincide con el mismo punto A, su proyección vertical Ha está sobre 


la línea de tierra. 


Fic. 38 


La traza V es un punto del 
plano 32, su proyección vertical Va 
está en Y mismo, su proyección ho- 


rizontal V, encuéntrase en la linea 


H, Tic. 39 


de tierra, La represen- 
tación de las trazas es 
entonces la indicada en 
la figura 39. 


2. — La represen- 
tación anterior permite 
hallar en seguida las 
proyecciones ri y ra de 
la recta r del espacio. 
Basta unir las proyec- 
ciones homónimas, es 
decir, £f, con V, y Ha 
con Ve (fig. 40). 


3.-—A la inversa, 
conocidas las dos pro- 
yecciones ri y ra de una 
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recta es posible determinar sus trazas. Para esto (fig. 41) se pro- 
longan las dos proyecciones hasta encontrar la línea de tierra. El 
punto en que la proyección horizontal encuentra LT da V,, proyec- 
ción horizontal de la traza vertical; su proyección vertical encuéntrase 


Fic. 40 


en Va sobre la prolongación de r». El punto en que la proyección ra 
encuentra, LT' da Ha, proyección vertical de la traza horizontal; la 
otra proyección encuéntrase en H, sobre la prolongación de rj. 


a) b) 
4 ñ Yo 


Fico. 41 
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4. --- Según que la recta r no atraviese la 1*, la 1», la UU o la IV+ 
región del espacio, varía la posición de cada una de las trazas con 
respecto a LT. 

La figura 42 se refiere a una recta que no atraviesa la ]? región, 
Fila es completamente invisible. Su traza horizontal (H,, Ha) está 
eu el semiplano horizontal posterior; su traza vertical, en el sermi- 
plano vertical imferior. 
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la 1* región. Seguida desde la 1* región se ve que encuentra el plano 
horizontal en H,, a una distancia HoH,; del plano vertical; penetra 
luego en la TV* región, atravesando el plano vertical en Va, a una dis- 
tancia V,V2 del plano horizontal. Continúa después en la 1I1* región. 

En la figura 44 se considera una recta que no atraviesa la 11? 


región. 
b) 


TI" re Al Pregion 


Ureg 


Fic. + 


La claridad de la figura y su analogía con los casos anteriores 
nos exime de la necesidad de mayores explicaciones. 

En la figura 45 seguiremos el recorrido de una recta 0 foja 
través de las regiones que atraviesa utilizando solamente la figura 
descriptiva. 


— 1 región ci region == región — 


! 
Í 


ro 


Fic. 45 
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Sieuiéndola de derecha a Izquierda se ve que la recta empleza 
en la 1* región, pues tiene la proyección vertical rg encima de ET y la 
horizontal 7, debajo. Atraviesa el plano vertical en V¿ (traza verti- 
cal a una distancia V¡Vo del plano horizontal); penetra en la II* re- 
gión (invisible), donde las dos proyecciones ri y ra ostán encima de 
ET”, volviéndose negativos los alojamientos, mientras las cotas van dis- 
minuyendo poco a poco hasta Hlegar a A, (traza horizontal), cuya cola 
es cero. Después de H, penetra en la TII* región (invisible), y en- 
tonces son negativos tanto los alejamientos como las cotas. La IV? 
región no es atravesada. 


$15. POSICIONES PARTICULARES DE LA RECTA 


1. —Sea una recta paralela al plano horizontal, recta horizontal 
(fe. +05. Como todos sus puntos tienen igual cota, la proyección ver- 
tical de la recta es paralela a 27. La proyección horizontal, en cam- 


Fic. 46 


hw, forma con LT un ángulo igual al que la recta del espacio forma 
comel plano mm. El punto (Vs, Va) es la traza vertical. Traza ho- 
nuontal no existe. 
Como caso parti- 

omar, si la recta bá- — 

P L Vo 
llas situada en el ó 
plano 11, su repre- 
«ovulación es la dada 
mola figura 47. 


ra T 


2. —-Si la recta 
ws» paralela al plano Fic, 47 
vevtacal, recta frontal 
tb X1. los alejamientos de todos sus puntos son iguales. Su pro 
eoción horizontal es entonces paralela a LT. la vertical forma con 
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LT un ángulo igual al que forma la recta del espacio con el plano «4. 
En cuanto a trazas, no hay más que la horizontal, 


Fic. 48 
Como caso par- 


ticular, si la recta 
está en el plano ver- 
tical (fig. 49). la 
proyección vertical 
es la misma recta 


AH, ñ y la horizontal está 


F1G. 49 en £T. 


3.— Una recta paralela a la línea de tierra es paralela a los 


dos planos de proyección; sus proyecciones (fig. 50) son ambas pa- 
ralelas a ET. 


a) bj 


e 
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Una recta paralela a LT no tiene trazas. Dirose también que 
las tiene en el infinito. 


4. —Si la recta del espacio es perpendicular al plano horizontal, 
veeta vertical, la proyección horizontal (fig. 51) se reduce a un punto 


Fe. 51 


que es también la traza horizontal. La proyección verlical es normal 
a EP. No hay traza vertical, 


5. — Supongamos ahora una recta perpeudicular al plano verti- 
solo recta de punta (fig. 52). La proyección vertical es un punto que 
también la traza vertical. La proyección horisontal es perpendicu- 
Laca 2, No hay traza hurizontal. 


rm ¡Va 
í 
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6.-— Toda recta situada en un plano de perfil llámase recta de 
perfil (fig. 53). Sus dos proyecciones son perpendiculares a Df. Ue 
cho el abatimiento obtiénese una representación en la cual las dos pro- 
yecciones aparecen sobre la misma perpendicular a la linea de tierra. 


Fic. 53 


En esto caso las proyecciones horizontal y vertical no son suficientes 
para delerminar la recta objetiva, pues ellas convienen a todas las 
rectas situadas en el mismo plano de perfil. 5e recurre entmaces $ 
otros elementos: las proyreciones de dos de stas prntos, por ejeraplo. 


2,16. RECTAS QUE SE CORTAN 


1. --- Sean dos rectas. a y b, que se cortan en el punto M (fig. 54). 
Las proyecciones M, y Ma de M deben, naturalmente, encontrarse so- 
bre una misma per- 
pendienlar a 17 
Por otra parte, co 
, mo M es un punto 
común a las dos 
rectas, su proyec: 
ción M, debe en- 
contrarse sobre a; 
y también sobre b,: 
estará entonces en 
la intersección de 
as y bi. Del mismo 
modo, Ma debe en 
contrarse en la in- 
tersección de da y 
be. En conclusión: 
sí dos rectas son 
concurrentes. sus 
pravecciones hor: 
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zontales se cortan, lo mismo que sus proyecciones corticales. y los 
puntos de intersección están sobre una rasa perpendicular a la 
linea de tierra. 

La parte a) de la figura 55 cs la representación de dos rectas 
que se cortan. Las rectas € y d de la parte b) de la misma figura no 
se cortan, pues los puntes de intersección de las proyección eli 


igual nombre no están sobre una misma perpendicular a £7. 


a) b) 


ba 
; a, 


Fic. 55 


2.---Dos rectas concurrentes pueden tener común una de las 
proyecciones. Es lo que vcurre cuando las dos rectas están situadas 
encunoamispio plano perpeudicular a uno de los planos de provección 
La hgtia 59 se refiere a dos rectas coucurrentes que tienen la intnio 
parce tión Aurizontal, 


¡05 


o 
Ma 


Exc. 56 
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317. RECTAS PARALELAS 


1. -— Sean dos rectas paralelas AB y CD (fig. 57). Sus proyec- 
siones horizontales son obtenidas mediante los planos proyectanmtes 


a) b) 


Fla. 57 


D 
ABB, A; y CDD,C,. Estos planos ticaen AB paralela a CD por hipó- 
tesis y 14, paralela a CC, por ser perpendiculares a un mismo plano. 
La Geometría Elemental enseña que planos como ABB, Ar y CDD,C, 
som paralelos y que sus intersecciones con un tercer plano (el hori- 
zontal) som rectas paralelas. f'stas intersecciones no son simo las pro- 
yecciones horizontales de las rectas dadas. 

Con un razonamiento completamente análogo, considerando los 
planos provectantes ALB. As y CODO; se demuestra que también las 
proyecciones verticales son paralelas entre sí En consecuencia: tas 
proyecciones de igual nombre de dos rectas paralelas son paralelas, y, 
recíprocamente, si las proyecciones de igual nombre de dos rectas son 
paralelas, las rectas son paralelas. 


2. — Rosulta en- | A 


tonces que si por un - 
punto dado (P,, P») 5 7 

se quiere trazar una 

paralela a la recta | | 7 
A O: DE O er 

bastrá rozas pus 

cada una de las pro- 


yecciones P, y Pa R 
una paralela a la E 
proyección: dde igual TT 


nombre de la recta. Fra. 58 
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3. Es fácil demostrar que sí dos rectas son paralelas, la razón 
que existe entre un segmento de la primera y un segmento de la 
“eguuda es igual a la razón que existe entre sus respectivas 
proyecciones homó- 
nimas. Sean AB y 7 
“D los segmentos 
«onsiderados (figu- 
ra 59), Tomando 


CD'= AB [1 
“ww tiene también 
(1D, = A,B,, [2] 


y como, por el too- 
tema de Thales, 


cr” CD; 
ED. CD; 
vada de [1] y [2] 
añ AB, 
cn CD; Fic. 59 


Del xvismo modo se procede para las proyecciones verticales. 


4. —Es necesario, a veces, reconocer si dos rectas de perfil AB 

y (1, por ejemplo, son paralelas. Sus proyecciones som, como sabe- 
en, perpendiculares a LT y, en consecuencia, paralelas (fig. 60). 
LÁ Si las rectas del espa- 

Es cio son paralelas, ds- 

terminan. un plano. 
Las rectas AD y CD, 
encontrándose en es 
te plano, deben ser 
concurrentes. Basta 
entonces verificar si 
en la figura descrip- 
tiva la recta MN es 
perpendicular a LT. 


$18, APLICACIONES 


1. —Dadas las 
proyecciones de una 
recta, determinar so- 


Fic. 60 pS bre éxta: a) un punto 
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de cota dada, b) un 
punto de alejamiento 
dado. 

a) Sean ri y Ye 
las proyecciones de la 
recta y c la cota dada 
(fig. 61). Tracemos 
una paralela a LT al 
una distancia c. La 
intersección Pa de es- 
ta paralela y de ra es 
la proyección vertical 
del punto. La proyec- 
ción horizontal P, se 
obtiene trazando des- 
de P, la normal a LT. 


Fic. 62 


b) Si el punto 
buscado debe tener 
un alejamiento da- 
do a, por medio de 
análogas construc- 
ciones (fig. 62) se 
determinan fácil- 
mente las proyec- 
ciones P, y Ps. 


2. — Dadas las 
proyecciones hori- 
zontal y vertical de 
una recta, deterrml- 
nar su proyección 
sobre un plano de 


perfil, 
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El problema se resnelve buscando el perfil de dos cualesquiera 
de sus puntos (fig. 63). El perfil de A es As y el de B es By. La 
recta A3Bz es el perfil de la recta AB. 


Frio. 64 


3. — Hallar el perfil de una recta de perfil. Se procede como en 
el caso anterior (fig. 64). La recta ABa es el perfil buscado y el 
segmento Asbz da la verdadera magnitud del segmento AB del espacio. 


4.-— Una recta es paralela a LT; encontrar su distancia de LT. 


Sean %1 y ra las proyecciones de la recta (fig. 65). Su perfil es el 
punto Ri. La distancia buscada »s OR. 


r 


Fio. 65 
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EJERCICIOS 


9. Fl punto 4= (4,, A,) es el extre- 
mo de un segmento de 35m de 
longitud, paralelo a los dos planos 
de proyección. libujar las proyec- 


A Esexcicio Y 
J ciones del segmento, 


10. Dar las proyecciones de dos rectas coplanares, 

11. Dar las proyecciones de dos rectas alabeadas, 

12. Dar las proyecciones de la recta que pasando por un punto P de alojaniúento 

q P Pp P ) 

2 y cota 5, es paralela al plano vertical y forma un ángulo de 30% con el 
plano horizontal. 

13. Un segmento de recta, paralelo al plano horizontal es oblicuo con respecto 
al vertical Dar su figura descriptiva sabiendo que dista 12 nun del plano 
horizontal, que sus extremos cstán a 6inm y 20mm respectivamente del 


plano vertical, y que su longitud es 32 mm. 


14. Determinar las trazas de las rectas a= (a;, ay) y b= (bj, da). 


a, 
L TOOL T 
ba 
¡en AS 


Exexcicio 14 


15. Der la representación de una recta que tiene un punto A en el plano vertical. 
a un metro del horizontal, y un punto B distente 3 ruetras de ambos planos. 


18. Estudiar a través de los distintos die- - 


dras la recta a == (a¡, do). 
o 
t, A A 
L T 


Esercicio 16 


£7. Encontrar la intersección de la recta 
Tod ru) con el plane lnscctor 


del primer diedro. rias 17 


CariruLo 111 


APLICACIONES A LAS PROYECCIONES DE SUPERFICIES 
Y CUERPOS 


319. SUPERFICIES 


1.--Los cuerpos y las superficies hállause Umotados por lineas. 
Las proyecciones de los cuerpos y de las superficies se determinar 
enconbrando las proyecciones de sus diferentes líneas. 

Lo: conocimientos hasta aquí adquiridos peruites hacer uma 
socio de aplicaciones sencillas averca de superficies y cuerpo 


2. Supongamos ui cuadrado situado en el plano horizontal 
(fig. 66). La proyección horizontal es, en cualquiera de las dos posi- 


L A¿D, CoDe T L Az BD, Co T 


A 


Ay Di Fic. 66 


BD, 


ciones consideradas. el mismo cuadrado. La vertical es un segment: 


de recta situado sobre LT. 


Da Ca 
L Ao D, T 
Á, D. BE, 


a) Fr, 
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3.— $1 el cuadrado está en el plano vertical (Mg-b71, la pro- 
yección vertical es el mismo cuadrado; la horizontal está sobre £7. 


4.—Si el cuadrado está situado en un plano paralelo al plano 
horizontal (fig. 68), la proyección horizontal es un cuadrado igual al 
del espacio y la vertical] es un segmento de recta paralelo a ET. 


O 


dl 05 C, 
pa 
| 


Etc. 68 
5.-- Si el cuadrado hállase en un plano paralelo al vertical 
(fig. 69), la proyección vertical es un cuadrado igual al dado vw le 
horizontal es un segmento de recta paralelo a LT. 


PROYECCIONES DE SUPERVICHES Y CUERPOS 


6. La figura 70 se refiere a un cuadrado situado en 1 + 
perpendicular al plano mx. La proyección horizontal es ua segrees: 


Fr. 70 
de recta inclinado, con respecto a ET, de un ángulo igual al que for» 
el piano del cuadrado con el plano sx; la vertical es un rectángr" 


7.—Si el plano del cuadrado es perpendicular al plano sa, 
obtiene la representación indicada en la figura 71. 
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8. —El cuadrado puede estar en un plano de perfil. Entonces 
sus proyecciones horizontal y vertical se reducen (figs. 72 y 73) a 
dos segmentos de recta perpendiculares a LT. 


os 


: 


Y 
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0. — En fin, si 
el cuadrado está en 
una posición cual- 
quiera, las proyec- 
ciones (fig. 74) son 
dos paralelogramos A 
que, en general, no 
nos permiten, por 
ahora, conocer las | 
verdaderas dimern- 
siones de aquél, 


10. — Conside- 
remos ahora un se- 
micírculo situado Pro. 74 
en un piano parale 
lo al plano 1 y con 
el diámetro parale- 
lo a LT. La proyección vertical (fig. 75 a) es un semicírculo igual al 
dado; la horizontal es un segmento de recta de longitud igual al diá- 
metro, paralelo a LF y distante de ósta de cuanto se separa del plano 


Fra. 75 


a, el seniciorculo dado. Si dividimos la semucircunferencia en partes 
jenales. 6 por ejemplo, (Ay, Ar), (la. 12), (21. 20), (3), 32), (4, 4o), 
(5, 52) y (5, Ba) son las proyecciones de los puntos de división. 

En la figura 75 b se considera el semmcirenlo formando un án- 
“do de 45% com el plano vertical. Copio el diámetro se mantiene 
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siempre paralelo al plano horizontal, su proyección horizontal da 
la verdadera magnitud y forma con £7' un ángulo de 45”; su pro- 
yección vertical es 478% paralela a £7. Para completar la proyec- 
ción vertical del semicirculo pensemos que las cotas de los puntos 
de la semicircunferencia no han variado con respecto al caso ante- 
rior. Si entonces se levantan las normales a ET, desde 4 2%, 31, % 
57, hasta encontrar las horizontales que parten de los puntos 12, 2, 
32, de, 52, de la figura 75 a, se obtiene una semielipse que completa 
la proyección vertical del semicírculo. 


11.—En la figura 76a se ha considerado un exágono regular 
paralelo al plano vertical y con un lado inclinado de 20% con respecto 
al plano horizontal. 

En 76b se ha imaginado el mismo exágono formando un án- 
gulo de 45% con respecto al plano vertical, manteniendo siempre un 
iado a 20% con respecto al horizontal. La construcción es análoga 


ÑA, 1 37 DC, 


(a) (b) 
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a la indicada para el semicírculo. Se traza ante todo el segmentu 
FC, formando un ángulo de 45% con respecto a la línea de tierra 
Se murcan los puntos Ay, E. Br, LD, Y se eno así, en Fj. Aj. Lo 
B,, Di, Cy, la proyección horizoutal del exágono. 

En la parte 76c se ha hecho la representación del exágono «a 
60% con respecto al plano zz. 

En la parte 76d se tiene. en cambio, el exágorio en un plano 
perpendicular a la línca de Nierr: 
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120. CUERPOS GEOMETRICOS. CASOS MAS SENCILLOS 


1. -- Supongamos ahora un prisma recto cuadrangular perpen- 
dicular al plano horizontal (fig. 77). Las bases son paralelas al plano 
horizontal y se proyectan sobre 
este plano en verdadera x0ag- Ez E fm G 
nilad; las proyecciones vertica "IS A O 
les son paralelas a £f. Las 
wristas laterales del prisma son | 


perpendiculares al plano kori- h 

:ontal y sus proyecciones s6- | 

hire este plano quedan reduci in 

dns a puntos; las proyecciones pe 

verticales son segmentos de A A 


rectas perpendiculares a 27 y L | Y 
dan la verdadera meguitud de A 
lo, aristas del espacio, La pro- i 
vorción A2D, ha sido trazada 
de piratas porque la correspon- 
lente arista AD del espacio es 
«asemible para el obserrados 

La figura 77 permite co- 
mer todos los elementos del 
purdnaz puede hacerse entor- 
0 el desarrollo de su super- Fic. 77 
nie. Sobre una horizontal se 
boda los segmentos 48, BC, CD y DA iguales al lado de la base. Des 
cla uno de Jos puntos obtenidos se levantan perpendiculares de Jon- 
y ctol lo igual a la longitud de la proyección vertical de una de las aris- 
la Jaterales del prisma. Se obtiene así el rectángulo ABCDAEHGFE, 
par el desarrolla de la sperficie lateral del prisma dado. Agre 
gando las hases se 
tiene el desarroilo 
total del mismo. 

Si se gira $! 
prisma anterior 
hasta que dos de sus 
caras sean paralelas 
al plano me (fign 
ra 79), las proyec. 
ciones verticales de 
aristas, como AL y 
BF, se confunden, y 
entonces la proyec- 
ción vertical del 
prisma es un rec- 
tángulo. 
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La figura 80 da las proyecciones horizontal, vertical y de peri 
de un prisma recto de base rectangular (por ejemplo, una pieza de ma 
dera de escuadría rectangular), con dos caras paralelas al plano 1. 


Ese  Gatiz 
A2D2 (¿Da 
Lo: PA 
EJ) muDi 
RD, Gi, 


Fx. 72 


elevación 
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La ficura SÍ considera, en carmabito, ruta ccanbiiración: de pistolas 


rectos (banco de piedra). 


2. — Supongamos aho- 
va uu prisma recto de base 
oa togonal irregular (por 
“jomplo, una pieza de ma- 
denia oscamidia cuadrada, 

nabo aereo cmo da hase 
are elo preso heorizordal 
1114.82). Como el prisma 

vertical ce proyección 
horizontal da da verdadera 
atsgnitud de las bases (se 
due lanbién de su sección 
ata, Su proyección ver- 
Mienl está formada por las 
prayecciones de las bases, 
juralelas a EP, y por las 
proyecciones de las uri-- 
tan Jalerade:, perpendicula- 
moa EF. 


Fic. 82 


3. Ti figura 83 da la representación, en dos posiciones. de un 
ccrmiao recto ftriaugidar situado perpendicularmente al plano 1» 
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Gafa > Gh 


A 


ES 


Fic. 83 
4. — Trátese ahora de un prisma recto rectangular inclinado con 


respecto al plano 1, y paralelo al plano x. (fig. 84). Las caras para- 
lelas al plano vertical se proyectan sobre éste en tamaño real. Las 


MaE> 


Fto. 84 
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otras caras, perpendiculares a las primeras. son oblienas com respecto 
al plano x1, pero dan aquí su ancho verdadero. 

5. —La representación de un cilindro recto perpendicular al 
plano x es análoga a la del prisma. Si suponemos (fig. 85) que el 
cilindro descansa sobre el plano horizontal, las bases se proyectan 
horizontalmente en vn círculo que da su v1dadera mexoitirdo er 
ticalmente se proycclan segan dos: segmentos de rectas iguales al 
diámetro, estando sobre £7' la correspondiente a la base inferior y 
paralelamente a 17, a uma distancia igual a la altura del cibiaadro, 
la correspondiente a la base superior. 
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De las generatrices, perpendiculares todas ellas al plano 1r,. se 
proyectan únicamente las dos que corresponden al diámetro AB para 
lolo a ET. Ta proyección vertical del cilindro queda, pues, redu: il. 
"tin rectángulo. 

Conocidas las proyecciones es fácil dibujar el desarrollo de la 
amporficie del cilindro. La superficie lateral da un rectángulo de bas« 
ul igual a la longitud de la circunferencia de la base del cilindro y 
de altura / igual a la altura del mismo, Para el desarrollo total se 
upregan las bases. 


6. —Sra una pirámide recta con la base en el plano horizontal. 
Inmpinemos que la base sea un exágono regular. Como la base está er. 
«l plano horizontal, ella misma es su proyección horizontal (fig. 86). 
Lavc aristas laterales son segmentos que unen la cúspide de la ¡nrármide 
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con cada uno de los vértices de la hase. la proyección V, de la cús- 
pide estará en el contro del exágono; la vertical V, estará a una dis- 
tancia h de la línea de tierra, igual a la altura de la pirámide, Uniendo 
entonces V, con Ay, By, Cy, ..., se tienen las proyecciones horizontales 


Vio, $5 


de las aristas laterales; las proyecciones verticales se obtendrán unien- 
do Va con Az, Be, C», ... Una cara de la pirámide, la AVB del 
espacio, por ejemplo, tendrá como preyecciones AA4B, (horizontal 
y AsVaBa (vertical). 

El desarrollo se obtiene fácilmente notando que la superbicie lale- 
ral está formada por tantos triángulos isósceles como lados tiene la 
base. Cada uno de estos triángulos tiene como ba:e un lado de la 
base de la pirámide, como lados dos aristas laterales. De estas aris- 
tas hay dos, AV y DV del espacio, que son paralelas al plano vertical; 
se proyectan, pues, verticalmente en su verdader: magnitud l Es 
posible entonces construir el desarrollo de la superficie lateral de la 
pirámide. Agregando la base se tiene el desarrollo total, 


7.--La figura 87 se refiere a una pirámide recta cuadrangular 
con la base en el plano 1. La representación 87 a, en la que se ha 
supuesto un lado de la base paralelo a LT, uo ofrece ninguna difi 
cultad después de lo establecido en el número anterior. 

En la parte 87 b el lado DA de la base forma un ángulo de 659 
con LT. Notemos que ni en 87 a mi en 87 b se tiene el tamaño real 
de ninguna asta. 
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a) 
Va 


Er6. 87 


8. -— Consideremos ahora una pirámide 
abhicna con la base en el plano horizontal. Va 


La base de da prirámodo es feno- 
loe su propia proyución dor 


ettal (fig. 88). 
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Verticalmente se proyecta sobre £T. Eslablecidá la cúspide 
(V,, Va) de acuerdo con los datos suministrados, únense ambos puntos 
con las correspondientes proyecciones de los vértices de la base y se 
tiene la representación de la pirámide. Como las aristas laterales no 
aparecen en verdadera magnitud, no podemos, por ahora, efectuar el 
desarrollo de la pirámide. 


9. — Sea un 
tronco, a bases pa- 
ralelas, de una pirá- 
mide recta cuadran- 
gular, descansando 
sobre el plano hori- 
zontal (fig. 89). 
Para dar su repre- 
sentación dibuja- 
mos primero las 
proyecciones de la 
pirámide entera (fi- 
gura 90). La base 
superior se proyecta 
verticalmente según 
un segmento de rec 
ta, Ela, FaGo, pa- 
ralelo a LT y a 
una distancia de Fic, 89 
ésta igual a la altu- 
ra del tronco. Resultan así limitadas las proyecciones verticales de las 
aristas laterales del tronco. Para limitar las proyecciones horizontales 
basta bajar desde E.H. y F.Gz perpendiculares a ET hasta encon 
trar las correspondientes aristas en Er, Fi, Gi, y 1h. Fl cuadrado 
E',G HL, es la proyección horizoxtal, en verdadera magnitud, de la 
base superior. El desarrollo del tronco es posible no obstanie no apa 
recer ninguna arista lateral en tamaño real. En efecto, la altura VS 
del triángulo isósceles BVC (fig. 90) es paralela al plano xr»; apareco 

_pues, en VeS2 (que coincide con Vila y VaBa) en verdadera mag 
nitud. El conocimiento de la base y de la altura permite constr 
un triángulo isósceles; es posible entonces dibujur el desarrollo de la 
pirámide entera y del tronco considerado, 


10. —La representación de un cono recto es análoga a la de lo 
pirámide. La figura 91 se refiere a un cono circular con la base 
subre el plano horizontal. La proyección horizontal de la base es en 
tonces ella misma, la proyección vertical es el segmento de recta 
A»B2 sobre LT, A2B3 es también la proyección vertical del diámetro 
AB de la base, paralelo a LT. La cúspide se proyecta en V, y Va 
Uniendo Va con 42 y Ba se tienen las proyecciones verticales de lis 
generatrices paralelas al plano m2 Fl triángulo isósceles A2VaBa es la 
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a 


proyección vertical del cono. lima generatriz cunlquiera. la corres: 
pondiente al punto € de la base, por ejemplo, se obliene trazando 
desde €, la perpendicular a £/f. Uniendo Cj com Va el segmento 


Fic. 90 


Valy es la proyección vertical de la generatriz considerada; ViEs 
ww su proyección horizontal, 


ÁN= Md 360% d 


Fia 91 
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El desarrollo del cono no ofrece dificultad. Tomado in punto Y 
como centro se traza con radio l un arco de circunferencia, Si sobre 


ea 
este arco se toma una longitud 44' == xd, el sector circular AVA? será 
el desarrollo de la superficie lateral del cono. Agregando la base se 
tiene el desarrollo total. 


11. — Recordando lo establecido para la pirámide oblicua no es 
difícil comprender la representación de un cono oblicuo (fig. 92), En 
proyección horizontal las generatrices extremas son las tangentes 
V¡Ó, y V¡D: a la base. En proyección vertical las generatrices 


Fic. 92 


extremas son VWads y VoBo. correspondientes a los puntos Av Bdel 
diámetro paralelo a L7. Por ahora no estamos un condiciones de 
hacer el desarrollo del cono considerado. 


12. -— De un tronco de cono recto. a hases paralelas, descansando 
sobre el plano horizontal. es fácil dar la representación, así como cl 


desarrollo de la superficie (fig. 93). 


13. — Dando término a esta representación de superficies y cner- 
pos nos referiremos a la esfera. Sus proyeccione< son siempre circulos 
de diámelro igual al de la esfera (fig. 94). Si se corta la esfera me 
diste un plano horizontal +e obliene un cirenlo Uamado prralelo 
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El paralelo más grande es el ecuador. Sus proyeccióo < hor 
zontales son circulos concéntricos, 


Fic. YM 
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$ 21. APLICACIONES 


1. —Repcesentación de 
una escuadra sencilla (figu- 


ra 95). 


Fra. 95 


2. — Representación de una ensambladura a espiga. 


IR 


IN 


PROYECCIONES DE SUPEBIIOCTES d AAAERPOS 55 


€ 


3. Representación de uu cuezo de albañil 


Fic. 97 


EJERCICTOS 


Dibujar Ja representeción de un pentáguno reguler paralelo ai plas.. 
tical, con un lado de lá base a 15” con respecto al plano horizontal, Cons, le: ar 
cl mismo pentágono a 30% con respecto al plano vertical, 


Dibujar la representación de un cubo descansando sobre el plano xy y corcho 


de sus caras Fo haciendo vu ángulo de 45% con respecto al plano a, 
Mi lar el peoElod] vubo 


Dar la representación de un prisma recto de bases cuadradas paralelas al 
plano sw; la posterior a una distancia d == 15mm de 12, Una de las caros 
laterale. debe formar un ángulo a = 60% con y. Dar también su perfil. 


Dar la representación de un tronco de pirámide regular cuyas hates son 
cuudradas de 60 mm y 35 1m, respectivamente, y cuya altura mide iio r> 
Ei tionco «Jescamsa sobre el plano x, con dos lados de la base paralelos a ff 


Sacando los datos del natural, dibujar las proyecciones horizontal, vertical 
y de perfil (acotadus) de un hierro ángulo. 


Item de un rompás de espesor. 
Ideni de un enmbudo. + 
Ídem de un gramil de carpintero. 
hilo de 1 Have inglesa. 


Idem de una brida. 


ES DE INGEN/E 
EP 


CapíruLo 1V 
EL PLANO 


$22. REPRESENTACION DEL PLANO. RECTA Y PUNTO DE UN 
PLANO 


1. — Se sabe que un plano queda determinado por tres puntos no 
Al colineales, o por dos 

Aa rectas concurrentes, 

o por dos rectas para- 
lelas, o por una recta 
y un punto exterior 
a ella. La represen- 
tación de un plano 
se compondrá, enton- 

ces, de la represen- 

¿tación de los elemen- 
tos elegidos para de- 
terminarlo. Así, por 

ejeniplo, (Ar, Az), 

(Br, Ba), (Cs, Ca) 

(Nig. 98), constituyen 

la representación del 

plano que pasa por 
A, los puntos 4, B, € 


del espacio. 


FG. 98 


Otros planos son 
representados me- 
diante las rectas con- 
currentes (41, 02), 
(ba, b,) (fig. 99), 10) 

. mediante las rectas 
paralelas (a, 0%), 
(c1, Cz2 (fig. 100), o 
mediante la recta 
(as, 2) y el punto 
(As, Az) (fig. 100. 


2.—-Represen- 
tado el plano median- 
te cualquiera de los 
procedimientos indi- 
cados, resulta necesa- 


rio, a menudo. hacer 
la representación de 
ua recta de ese pla- 
no. En la figura 102 
ww consideró el pla- 
no determinado por 
las rectas (4, 02), 
hi, byj. Queremos 
lijar una recta arbi- 
lraria r del plano. 
Vracemos arbitraria- 
mente la proyección 
1 de r, Ella encuen- 
tra as y bi; en los 
puntos P, y Q,, res- 
poctivamente, Para 
que las rectas 4 y r 
wan coplanares es 
necesario (capit. 11, 
% 16) que los puntos 
de imtersección de 
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a 
| 
li 1 
|] 
A 
eN, 
Fic. 101 


57 


Fic. 100 


sus proyecciones ho- 
móninas estén sobre 
la misma perpendi- 
cular a la línea de 
tierra. La proyección 
ra de r pasará enton- 
ces por Ps. Análoga- 
mente, para que las 
rectas b y r sean Co- 
planares la proyec- 
ción Ta debe pasar por 
Qs, punto en que la 
hnea de referencia 
irisada por Q, aw 
cuentra By ono la 
recta r debe. ser co- 
plavar con a y b, es 
forzoso entonces que 
su proyección verti- 
cal re pase por Ps 
y Qu. 


3. —En la fignra 103 el plano considerado es dado por tres de sus 
puntos 4, B, €. Unidos, resultaron tres rectas del plano. Se desea una 
vewta del plano paralela a BC. Determinado entonces un punto cual- 
quiera (Py, Py) de A¡C; se trazan por P; la paralela r, a la recta BC, 
y por Pala paralela ra a Bao. La recta rea tri, rod es la recta pedida 
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823%. RECTAS NOTABLES DEL PLANO 


1.- Las rectas del plano paralelas a uno de los planos de proyec 
ción son llamadas rectus notables del plano, 

En particular, 
las que son paralelas 
al plano horizontal 
son las horizontales 
del plano, y las que 
son paralelas al ver- 
tical son las frontales 
del plano. 


2.—La figura 
104 da la representa- 
ción de varias hor- 
zontales del plano 
delerminado por los 
puntos 4, B, €. Las 
proyecciones vertica- 
les (cap. 1.8 15) son 
paralelas a LT. Las Fig. 102 
horizontales resultan 
trazando lineas de 
referencia por puntos faies como Ala y Na 3 umiendo después las 
correspondientes proyecta hiorimontalos AA y My 


Las provecctmo: 
horizontales de las 
rectas horizontales de 
us plano son. parale 
lio por ser intersec 
ciones con el plano 
71, de planos proyec 
tantes paralelos, 


E 3.—La figura 
105, en cambio. da 
la representación de 
una serie de frontales 

del mismo plano ante 

rior Las pros ecciome 

horizontales resp ll 

$ 15) son paralelas a 

LT; las verticales, pa 

ralelas entre si. son, en 

soneral, oblicuas con 
coxpecto a EP 


EL PLANO 59 


$24. RECTA DE MA- 
xXIMA PENDIENTE 
DE UN PLANO 


1.-——Sea AB una 
recta inclinada con 
respecta al plano ho- 
rizontal (Big. 100) y 
un AC su proyección 
“obre este plano. Des- 
de un punto cual- 
quiera, B, por ejem- 
plo, de AB, bajemos 
la perpendicular a la 
proyección AC y es- 
anbamos la razón 


Exc. 103 


cutre el segmento OB 
cota del punto fl con 
respecto elo plano 7) 
y el segmento 4” 
(distancia horizoute! 
entre los puntos «1 
y B). 

Esta razón, que, 
por conocida propie- 
dad de los triángulos 
| | semejantes, no varia 

(EE al variar sobre lu res 
| ta AB la posición del 
punio B, recibe el 


nombre de perdio: te 


B 


Fic. 106 


hola recta AB cou 
te qeeto al plano hg- 
exsontal at y se escribe 


AC 
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En Trigonome 
tria esta razón reci- 
be el nombre de tan- 
gente del ángulo a. 


2. — Considere- 
mos ahora 1 plano a 
oblicuo con respecto 
al plano xa (fig. 107). 
Imaginemos una es 
ferita metálica en un 
punto cualquiera, P, 
por ejemplo, de «a. 
Bajo la acción de la 
gravedad le esferita 
descenderá hasta Jle- 
gar al plano x y. por 
más que se repita la experiencia, el camino seguido es siempre el 
mismo. Este camino, la recta PM de la figura, es el que más se acerca 
a la vertical PP,. Recibe el nombre de recta de máxima pendiente del 
plano a, y ella es, en efecto, la que forma un ángulo más pequeño 
con la vertical y, en consecuencia, un ángulo más graude con el plano 
horizontal. 

La recta de máxima pendiente constituye otra recta notable del 
plano. 


La Geometria 
Flemental enseña 
que la recta de máxi: 
nia pendiente de un 
plano es perpeudicu 
lar a la Inlersección 
as del plano dado y 
del plano horizontal 
Enseña, además, gru 
la proyección PM 
de la recta de máxi 
ma pendiente es tar 
bién perpendicular a 
la intersección 1 de 
los planos a y t. 

Resulta entonces 
que la recta de má 
xima pendiente PM 
es perpendicular a to- 
da horizontal del pla. 

AN no « y que la proyec 
Erc. 108 ción horizontal P,M 
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de PAZ os perpendicalar a la proyección horizontal a, por ejemplo, 
de una horizontal arbitraria a de a 


3. — Dado el plano determinado por las rectas AB, BC (fig. 100 
es fácil hallar las proyecciones de una de sus reclas de máxima pen 
diente. La que pasa por £, por eje mplo, 

Se traza una horizontal cualquiera (41€,, A2Cy) del plano. La 
perpendicalar BW, a la recia 4,€, es la prayEsción: horizontal de la 
recta de máxima pendiente. Mediante líneas de referencia se deter- 
mina entonces la proyección vertical B20». 


$25. PUNTO DE UN PLANO 


1. — Para que un punto pertenezca a un plano basta que perte- 
nezca a una recta del 
plano. Sea K,, enton- 
ves, la proyección ho 
izontal de un punto 
del plano (A41B,C,, 
Mm DE es una recta 
del plano que contie- 
ve el punto K, pue- 
des trazarse por Ay la 
proyección 0D,%, de 
la recta, 

Su proyección 
iertical será Dulko. L 
linzada por Ky la 
perpendicular a ET 
eobliene sobre Dif, 
la uotra proyección A. 
ej punto, 
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2.— En Ja figu- 

10 se ha dotermi- 
slo un punto Ji 7, 
ll plano formado 
jua dos rectas para- 
hala, (AB.,, Al y 


a DD, CDs). La construcción es amáloga a la del número anterior. 


v'n TRAZAS DE UN PLANO 


1.--- Muy a menudo suele representarse el plano recurriendo a 
ls tertos especiales del mismo. Veamos cuáles son estas rectas. Su- 
penpanos que el plano x (fig. 111) sea algo tangible. una hoja de 
papel por ejemplo. Acercándolo hasta encontrar simultáneamente, o 
ano cdi pués de otro, los planos de proyección. setos serán inlersecados 
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por la hoja de papel. 
Las dos interseccio- 
nes dy y Ue se llaman 
trazas del plano a 
En particular, as es 
la traza horizontal y 
Qe es la traza vertical, 
El plano a no podrá 
ya cortar en ninguna 
otra forma los pla- 
nos de proyección; 
queda, en consecuen- 
cia, perfectamente 
determinado si se co 
nocen sus trazas a y 
as Es por esto que 
en su representación 
se puede hacer figu- 
rar solamente esos 
datos y se dice, en 
tonces, plano (ay, €.) 
para nombrar el pla 
no «a del espacio. 
Se ve que la re 


presentación del plano mediante sus trazas Do €: sino un caso partiendo: 
de la representación del plano mediante dos de sus rectas concurrentes 


figura espacial 


representación 


Pe 1tti 
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12 POSICIONES PARTICULARES DE UN PLANO DADO POR SUs: 
TRAZAS 


l.. -Los planos, como Jas rectas, pueden ocupar infinitas posi- 
ves CON ds to a los planos de proyección y su posición se deduce 
laalmente de las posiciones de las trazas com respecto a la linea de 
Ka 


figura espacial representación 


Fra, 112 


Zo Sea un plavo perpendiculo al plano horizontal (fig. 112) 

La traza io a.» es perpendicular a L7. En efecto, 1e y a sor. 
canos, AS amy. La intersección «+ de los dos primeros será 
ctesices perpendict- 
Las ad lbne 1 y 
bombién a toda recta 01 
ATTE TO) LT, pasa 
punga pie cn él pla- 
ue La otra traza 0 
buma con 27 un án- 
ralo 15 igual al que 
huma con ze el pla- 
ne dudo (0% 


C> 


A SS 


3. -Es fácil 
ommpuender que toda 
bota situada en un 
plano « perpendicu- 
wal plano horizon- 
tal tiene su proyec- 
«iva horizontal sobre 
la traza horizontal 
del plano dado a (fi- 
pana 113). 
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4. -- Imagmemos un plano perpendicular ol plano vertical (fi 
gura 114). Con un razonamento análogo al del número 2 puede 
demostrarse que lodo plano perpendicular al plano vertical tiene ta 
traza horizontal perpendicular a EF; la traza vertical forma con 1.7 


¡Or 


Fro, 114 


un ámgulo igual al 
que forma el plano 
dado con el plano 
horizontal, 

Los planos per 
pendiculares al pla: 
no vertical suelen 
llamarse plunos dr 
canto. Toda figura 
situada en un plano 
perpendicular al pla 
no vertical tiene su 
proyección vertical 
sobre la traza verti- 
cal del plano (figu- 
ra 115), 


La figura 
116 se refiere a un 
plano de perfil Las 
dos trazas son per: 
Pra. 115 pendiculares a UT. 


6.--- Si el plano dado a es paralelo al plano horizontal (fig. 117), 
la traza vertical os paralela a 27 (mtersecciones de dos planos para: 
lelos con un tercero). 

No existe traza horizontal (a dietoncia Buuita). 

Toda fievra otesda en un plaso horizontal se provecta horizou 
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cta 
L | 1 
| 
E ¡o 
Pic. 116 : 
8 


talmente en verdadcra magnitud; la proyección vertical (fig. 118) 
está sobre la traza vertical del plano. 


Fio. 117 
7.-- Un plano 
paralelo al plano vor- Do A> Bo 
tical tiene, en caxa- NIC aa e 


bio, la traza horizon- 
tal paralela a LT. 
No tiene traza vertl- 
cal (a distancia fin- 
to Oiga. 119). 

Toda figura si- 
tuada en un plano 
paralelo al plano ver- 
tical se proyecta ver- 
ticalmente en verda- 
dera magnitud, La 
proyección horizon- 
tal está sobre la traza 
horizontal del plano A, B, 
(fig. 120). Fic. 118 
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a 


8.—La figura 
121 se refiere a un 
plano paralelo a la 
línca de tierra. Las 
dos trazas son para- 
lelas a ET. 


9. — Como últi 
ma posición conside- 
remos un plano que 
pasa por la línea de 
tierra (Gig. 122), Las 
dos trazas coiriciden 
con LT. 

Para individua- 
lizar el plano basta 
dar las proyecciones 


de uno de sus puntos no situado, matiralmenta, sobre ET. 


Fr. 121 
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$28. RECTAS CONTENIDAS EN UN PLANO DADO POR SUS TRAZAS 


1. —Si en un plano arbitrario q ==: (01, a) (fig. 123) dibujamos 
una recta r, cualquiera sea la posición de ésta suis trazas se encuentran 
siempre sobre las trazas correspondientes del plano. 

En efecto, cada traza de la recta pertenece al mismo tiempo al 
plano a y a uno de los planos de provecrión: del encontrarse entonces 
en la intersección de ambos, que, como sabeonios, To es sino una de 
las trazas del plano «. 


e 


2 Es lácilo ahora, resolver el problema siguiente: Ónnirc idos Tas 
trazas (oy ao de un plano (fig. 124), y una de las proyecciones 7, 
por ejemplo, de una recta del plano, encontrar la Otra proyeccion su. 

Sabemos ya que la traza verlical de la recta es un punto de la 
traza vertical del plano, Si, entonces, prolongamos ry hasta B, y desde 
aquí elevarmos una perpendicular a LT, se obtiene B», proyección ver: 


E 
Dz 
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Fic. 124 


AN 
AN 


É 


tical de la traza ver- 
tical de la recta bus- 
cada. La traza hor 
zontal debe encon- 
trarse sobre a. Sus 
proyecciones serán 
entonces As y 4s. 
Uniendo 42 con Ba 
se obtiene la proyec- 
ción vertical de la 
recta, 

3.—Es fácil 
también resolver 
este otro problema: 
Hacer pasar un plano 
por una recta dada. 

Se sabe que por 
una recta puede pa- 
sar un número infi- 
nito de planos. Para 


dar uno cualquiera de éstos recordemos que, según 1 de este pará: 
grafo, si un plano contiene una recta, sus trazas pasan por las trazas 


de la recta. 


Entonces, si unimos un punto cualquiera, O, de £7 


(fig. 125), con las trazas de la recta. se obtienen las trazas del 


plano buscado. 


4.—Entre los infinitos planos que pasan por una recta dada 
conviene elegir, a menudo, el que la proyecta horizontal o vertical 


mente (1 de $13). 
El plano proyectan- 
te horizontalmente es 
un plano normal al 
plano horizontal; su 
traza horizontal coin- 
cide (3 de $27) con 
la proyección hori- 
zontal de la recta; su 
traza vertical es per- 
pendicular a ET (fi- 
gura 126a). 

En forma análo- 
ga se ha obtenido en 
figura 126Lb el pla- 
no que pasando por 
la recta dada la pro- 
yecta sobro el plane 
vertical, 
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829. RECTAS NOTABLES UE UN PLANO DADO 
Les 


POR SUS TRAZAS 


Sabemos ya que Hómase horizontal dean ¡dano toda recta 


de este plano paralela al plano horizontal; la recta r, por ejermplo 


(fis. 127). 


Az. 


za 


Cy b) 


Fro. 126 


Siendo paralela al plano horizontal tendrá la proyerción 20 Aa 
r, paralela a LT. Las horizontales de un plano son todas purasdo 
entre iy paralelas. en esusecuencia, a la traza horizontal de plas. 
La proyección horizontal ri será entonces paralela a 0. 

Lá traza vertical de la recta (7,, 12) es el punto Az7 (4%. AN 


Co 


cad 


Fic. 127 


2.) Sabemos también que se llama frontal de un plano toda 
recta de éste paralela al plano vertical; la recta r, por ejemplo (b 
pura 128), 

Siendo 7 paralela al plano vertical se proyección r, es parale- 
laa 


70 D. Di PIETRO. — GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


Las frontales de un plano son paralelas entre sí y paralelas. por 
lo tanto, a la traza vertical del mismo plano. La proyección r. es 
entonces paralela a la traza 0%. 


3.—-La otra recta notable de un plano es su recta de máxima 
pendiente. 

Hemos visto ya (2, $24) que la proyección horizontal de una 
recta de máxima pendiente es perpendicular a la proyección horizon- 
tal de cualquier horizontal del plano al cual pertenece. Será. en con 
secuencia, perpeudicular a la traza horizontal del plano (fig. 120 a). 

S1, entonces, son conocidas las trazas (4), «) de uu plano, es 
fácil hallar las proyecciones de una de sus rectas de máxinia pendiente. 


Ne AOS 
MA j 


Ni 
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Se traza la proyección horizontal p, perpendicalar a «1 ig. 120 h). 
Luego, como se bizo en 2, $28, se delermbna la otra proyección fa 

Reciprocamente, conocidas las proyecciones (pp. pa) de na recta 
de máxima pendiente es fácil hallar las trazas del plano correspon- 
diente. En efecto, la perpendicular a pi por Mi da la traza «us del 
plano. Para obtener az basta unir G con No (3 de $ 28). 

Este ejercicio hace ver que un plano queda perfectamente deit 
nido sí se conoce su recta de máxima pendiente. 


$ 30, APLICACIONES 


1. —Conocidas las proyecciones (4%, 42), (br, ba) de dos rectas 
paralelas de un plano y la proyección horizontal A1B,CD, de una 
figura del plano (fig. 130), encontrar la otra proyección ABD. 


Fic. 130 


Las proyecciones horizontales de los puntos en que las rectas a y 
bh cortan la figura ARBCD som My, N,, Px, Qi. Mediante líneas de refe- 
rencia determinemos Ma, Na, P,, Q+. Unidos Ma con Q2 y Na con 
P. tenemos las proyecciones verticales de las rectas que contienen las 
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A 


lados AD y BC de la figura ABCD. Líneas de referencia por Ay, Bj, 
C, y D; permiten determinar la proyección A2BxC2D, busca. 


2. — Verificar si la figura determinada por los puntos 
A=(A1, 42), B=(B1, Ba), C=(Ci, (1), PD == (Di, Da) es plana. 
¿Y la figura que resulta uniendo entre sí los puntos medios de los 
segmentos AB, BC, 
CD y DA es plana? 

Veamos la pri- 
nacra parte, 

Los puntos 4, 
B y C determinan un 
plano, el del triángu- 
lo ABC. Averigie- 
mos si D pertenece a 
ese plano. Un punto 
pertenece a un plano 
cuando pertenece a 
una recta del plano. 
Unamos los puntos 
Br y D, (fig. 131). 
Su recta corta en P; 
la proyección horl- 
zontal A,C, del la- 
do AC del triángulo 
ABC. Determinada 
la proyección verti- 
cal Pz del punto P, 
la recta BP =: (B,P,, 
B»P.) pertenece al 
plano ABC porque 
d pasa por dos de sus 
Be puntos. Se constata 

Etc. 131 entonces que D= 

= (D,, Dz) no es un 

punto del plano AEC, porque su proyección vertical no pertenece a 

la proyección B¿Pz de la recta BP. La figura ABCD no es, pues. 
plana. Lo sería, en cambio, si Dz ocupase la posición D,, 

Veamos la segunda parte (fig. 132). da aia, gas 

Sean M, N, P, Q los puntos medios de los lados AB, BC. CD. 
DA de la figura dada. El segmento MN que une los puntos medios de 
los lados AB y BC del triángulo ABC, es paralelo al tercer lado AC, por 
un conocido teorema de Geometría Elemental. Del mismo modo, el 
segmento PQ es paralelo al lado AC del triángulo CDA. Luego. 
MN || QP. Sus proyecciones homónimas serán también Paralelas. 

En forma análoga se demuestra, considerarido los triángulos BOD 
y DAB, que NP Il MO, siendo entonces tombién paralelas sus proyec 
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Las rectas que contie- 
nen los segmentos pa- 
ralelos MV y QP de- 
terminan un plano y 
a él pertenecen tanto 
la recta MQ como la 
NP, pues la primera 
pasa por dos puntos 
(Mi, Ma) y (Q1, Q2) 
del plano y la segun 
da por (Ni, Na) y 
(P, Po, que son — 
también puntos del 
plano. 

La figura MNPOQ 
es, pues, plana y, con 
más precisión, es un 
paralelogramo por sez 
paralelos sus lados . 
opuestos. an, 

Fic. 133 s 
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3. —Fn un plano dado por sus trezas (05, d+) (Mig. 133) trazar 
una horizontal distante d del plano horizontal, 

Todos los puntos de una horizontal tienen igual cota, d en este 
caso, y esta cota es igual a la distancia de la proyección vertical de la 
recta a la línea de tierra. Basta entonces dibujar a una distancia d 

la paralela 2 a LT; 


Ni determinar las pro- 
SS yecciones T, y T2 de 
A la única traza de la 
PASS 2 recta y conducir lue- 


go desde 7, la para- 
lela a a la traza Qu. 

La horizontal 
buscada es (a, ae). 


4, — Conocidas 
las trazas (01, a) de 
un plano y una de 
las proyecciones, Aj, 
por ejemplo, de un 


a ds punto de ese plano. 
/ ¡or encontrar la otra 
proyección del punto 

(ig. 134). 


Por A, trazarmos una recta cualquiera, 1, a la que considera- 
remos como proyección horizontal de ima recta que, perteneciendo 
al plano, pasa por el punto, 

Empleando el “procedimiento indicado en 2, $ 28, se encuentra la 
otra proyección Fa. La proyección verical Az del punto queda deter 
minada entonces me- 
diante una linea de 
referencia por Aj. 

En vez de una 
recta cualquiera pue- 
de utilizarse, y así se 
hace casi siempre, 
una horizontal o una 
frontal del plano (fi- 
gura 135). 


5. — Conocida 


una de las proyeccio- A e 
nes, la vertical, por 7% 
ejemplo, de uma figu- q 


ra situada en un pla- - 


no dado por sus dos 5 
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trazas, encontrar la otra proyección de la figura Sea 4:B.C:D, la 
proyección vertical de la figura y (1, 0%) el pleno (fig. 136). Se trata 
de repetir aquí, para cada vértice de la figura, cl problema anterior. 

Resulta así, sin dificultad, la proyección horizontal 4,8,€C,D,. 


a 


a/ 
K 


Elo. 136 


6.- - Delerminar las trazas del plano determinado por dos rectas 
concurrentes 

Carla traza del plano contiene, evidentemente, las trazas de iuuai 
uondwe de jas dos rectas, Si entonces (41, as) y (bi, ba) son las 
pmoyecciones de las rectas dadas (fig. 137), para encontrar las trazis 
del plano determinado basta encontrar las trazas de las dos rectas y 
mar luego las horizontales y las verticales entre sí. 

Como verificación debe tenerse en cuenta que las trazas u; + 0 
ablenidas deben resultar paralelas a EY o cortar esta recta en un 
nuúsmo punto. 


7.-  WUncontrar las trazas del plano que pasa por dos rectas 
paralelas. 


16 DO DE PETRO. GROVE ICRA VAS 


io. 137 


Sa procede coro cen elo caso coatenor. Deicrmbriadas las traros 
de la des rectas. Úntebre das delo mo era, retfical com 1 6tis Al 
y horizontal con horizontal. Quedan así delerninadas las dos trazas 


del plano (fig. 138). 


9, - Determinar las trazas del plano que pasa por un punto y 
una pucta. 

sr Py Pda proecion es del ojanido Y A fe das de la recto 
(ha. 130). Por el punto P se traza nnu recta cualquiera « que corle 
alar El plano determinado por las rectas r y «es el plano buscado 
Ene de proceder en la forma indicada se puede trazar por P urna 


¡fe:$ . 
po : 
pair E 


9, Encontrar las trazas del plano que para pos tres pundos 16 
silados en línea recta, 

Sn A Boy Clos puntos. Uniendo mo de elos con cada mo 
¿de Ta ona ¿es A problema queda rodación al 6 


Pa fino Piola la correspondiente representación. 
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ra 


Puede trazarse también, si se quiere. por uno de los puntos la 
paralela a la recta determinada por dos otros des. 

10. — Hallar las trazas del plano que pasa por dos rectas para- 
lelas a LT (fig. 141). 


Sean (4. a) y (by bed las rectas, El plano determinado por 
ellas es paralelo a £7. Se traza uva vecto (Gé, da) que corte a las 
dadas y se determinan sus trazas (Ay, Az) y (B, Ba). Esta recta 
auxiliar (d,, ds) pertenece al plano que pasa por (4, 0.) vb, by, 
conduciendo entonces por 4, y B, las paralelas a LF se obtienen las 
trazas 1 y Qe del plano buscado. 


Fic. 138 


Este mismo problema puede ser resuelto utilizando un plano de 
perfil (fig. 142). Se halla el perfil de cada una de las dos parslols 
quedando así determinado el perfil del plano que pasa por ellas. Vol 
viendo a girar el plano de perfil se encuentran fácilmente q y uo. 


11. -— Un prisma recto, que descansa sobre el plano horizontal. 
es cortado por un plano perpendicular al plano vertical. Dibujar el 
desarrollo de la superficie del tronco, 
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Pro. 140 


FIG. 136 
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/ 

El plano sector «== (0, a) (fig. 143) es. como lo dice el pro- 
blenia, perpendicular al plano vertical, Poda figura siluada en él se 
proyecta verticalmente sobre 02; off, es entonces la proyección verti- 
cal del corte o sección producida. 


Los vértices de la sección son puntos de las aristas laterales 
Az Da 


A A NP 


d 


L Az 


a 
a en ¿e ra 
I 


As Xy 
Fxc. 141 


Fic. 142 
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del cuerpo; sus proyecciones horizontales coincidirán entonces con 


E As, Ba, Ca, Di. 4 
Para el desarrollo observamos que, como. las aristas son paralelas 


Fig. 143 


al plano vertical, se proyectan sobre éste en tamaño real. La base infe- 
e Ñ $ r Es 5] 
rior también la tenemos según su verdadera magnitud en 4A,B,C,D,. 


Es fácil entonces hacer el desarrollo pedido, 


[0 
JA 
: E: z 


Ny Fic. 14 
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12. .— Cortemos ahora elo anisdao prisma antevior mediant un 
plano cualquiera. ars (e 0) Ote 114). 

Los vértices de la sección son puntos de las aristas lalerales del 
prisma. La proyección horizontal de la sección será emtouces la misma 
proyección horizontal 41B,C,D, de la base inferior, Para hallar Ja 
proyección vertical pensamos que la sección pertenece al plomo e y 
entonces, recordando 4 y 3 de coste mismo parágrafo, se obtiene sit 
dificultad la proyección EsF,Gull, de la sección. El desarrollo de la 
superficie lateral del tronen se obtiene también sin dificultad No nos 
encontramos, en cambio, en condiciones de dibujar, por ahora, lu 
sección EPGHE en verdadora forma y tamaño. 


EJERCICIOS 


298. Representar en una misma figura, mediante dos rectas paralelas, las distintas 
posiciones que puede presentar un plano paralelo a £7. 


Cz ES 


29. En el plano al cual pertenevs el titán 
gulo ABC cuyas dos proyucijomnes sen 
dadas, hállase también el triángulo 
EFG, del cual se conoce únicamente 
la proyección vertical, Hollar la pro 
yección horizontal. 


EJeErcicio 29 


30. Fuel plano determinado por dos rectis 
concurrentes (4,B,, AyB2) y (C,Dj, 
Co D,) se desea dibujar el cuadrilátero 
EFGH cuya proyección horizontal es 
dada, Hallar la proyección vertical. 
Hallar también el perfil de las rectas 
dadas a<i como del cuadrilátero. Esencicio 38 
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32. 


33. 


34, 


35. 


36. 


37. 
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31. Sobre la recta BC marcar el punto P 
cuya cota y cuyo alejamiento exce- 
den, respectivamente, en ¿nun y 4 
sama dos correspondientes de A. 


|) 


Ejercicio 31 


Determinar las proyecciones de un punto situado en un plano (a;, «oj, per- 
pendicular al plano To, que forma un ángulo de 20% con el plano a. El aleja: 
miento del punto es 1,5, 


Un poligono hállase situado en un plano (47. A perpendicular al plano hed 
zontal, ¿Cuál es la figura formada por su proyección horizontal? 

Se proyecta una escua- ¡ 

dra sobre el plano ver- EJERCICIO 34 ; 
tical y se obtiene la figura que se acompaña. ¿Cómo están situadas las caras 
de la escuadra con respecto al plano vertical de proyección? 


Dada una de las proyecciones de un punto de nn plano dado por sms trazas, 
hallar la otra proyección. 


Dado un plano (0,, 4,), determinar un él mm punto situado a 3 imiulades 
del plano vertical y 4 del horizontal. 


Hacer pasar un plano por una recta dada (determinando las tiazes del 
plano). 


Cabvíruro V 
I[NTERSECCIONES 


331. INTERSECCION DE DOS PLANOS 


1.-—Se sabe que cuando dus planos se cortan la intersección es 
una línea recta. Se sabe también que cada uno de los diedros formados 
tiene como medida la de su sección normal, es decir, refiriéndonos al 
diedro indicado en la figura 145, la del ángulo plano QPR formado al 
conducir desde un punto cualquie- 
ra P de la intersección, las perpen 
diculares PQ y PR a esa misma 
intersección (una en cada cara). 

Siendo la intersección de dos 
planos una recta, bastará, para de- 
terminarla, encontrar dos de sus 
puntos. o bien nno solo de éstos y 
la dirección de la recta. 


2. El procedimiento general 
para hallar la intersección de dos 
planos puede obtenerse mediante la 
consideración de los problemas si- 
guientes: 

1 Encontrar la intersección 
de una recta y un plano perpendi- 
cular a uno de los planos de pro- 
yección. 

Sean (fig. 146) una recta a== (as, ds) y un plano perpendicular 
al plano bovizontal. Este plano puede ser dado por su traza horizonta! 
4 0 por la proyección horizontal de cualquier otra de sus rectas (*). 
Para bacer más objetiva la figura hemos dibujado también la proyec- 
ción vertical de una parte del plano. 

Se ha visto (3, $ 27).«que toda figura situada en un plano vertical 
tiene su proyección horizontal en la traza horizontal del plano. El 
punto en que la recta dada encuentra el plano a tendrá entonces su 
proyección en la intersección de 4) y a. 

Lo prevección vertical se encuentra mediante una línea de qef 
rencia. 

Supuesto, como es usual, opaco el plano a, parte de la recta a es 
invisible para un observador que, colocado en el primer diedro. mira 


interseccion 


Frig. 145 


(o Pxuepirados las ave son perpendiculares al plano Ay. 
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hacia el plano vertical de proyección. Es visible, en cambio, refirién- 
donos siempre al primer diedro, para un observador que mira desde 
arriba el plano horizontal de proyección. Por esto parte de la pro- 
yección vertical 4, aparece de puntos en la figura descriptiva. 


Fic. 140 


. Para determinar en la figura descriptiva cuál es la ds visible 
de la recta basta considerar a derecha o izquierda de / un punto 
cualquiera P de a. Si su alejamiento P,P, es menor que el aleja- 
miento P,Q, de un punto Q, que perteneciendo al plano a tiene Qe 
cvincidente con Pa, la parte 1P de la recta es invisible en proyección 
vertical, Es visible en caso contrario, 

En la figura 147 se ha considerado um plano perpendicular al 
plano vertical. Recordando lo establecido en 4, $ 27, su construcción 
no ofrece dificultad alguna. 

En lo _lo que concierne a la visibilidad, la parte / TP, es Ta 
por ser PP, < P.Q», es decir, por tener el punto P de la recta menor 


Ei, 147 
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cola que el punto Q del plano, elegido Q de tud modo que teniendo 
igual alejamiento que P tenga Q, colucidente con /%, 

2* Encontrar la imtersección de un plano cualquiera y un plano 
perpendicular a uno de los planos de proyección. 

Sean a un plano cualquiera y Pf un plano perpendicular al hor: 
zontal (he. 148). Consideradas des rectas cualesquiera, oy dde «a, se 


Fic. 148 
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Cv. (Av. Bu. Coj el plano a. 

La recta AC del “plano 7 
encuentra $ eu el qrunto 
PsP, Po); la recta BCO lo 
encuentra en el punto 
Q= (Q, Qu). La recta PQ es 
entonces la intersección bus- 
cada. 

En la figura 150 se ha 
utilizado un plano perpendi- 
cular al plano vertical, El 
plano a es dado por la recta 
(as, as) y el punto (Ay, A2). 

Por este punto se trazó 
(b,, ba) paralela a la recta 
(a,, 42). Estas rectas encuen- 
pa el plano fB en los od 


= (Ps, Pa) y Q = (Qs, Q2). 


a intersección buscada es, 
pues. PQ. 

La visibilidad de las rec- 
tas a y b se obtiene en la for- 
ma ya indicada. 


3.— Conocidos los dos 


problemas anteriores pode 
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hallan en la 
forma indicada 
en el problema 
anterior los 
puntos P y Q 
en que estas 
rectas cortan el 
plano f. La rec- 
ta PQ es enton- 
ces la intersec- 
ción buscada. 

Seau (fig. 
149) 61 la tra- 
za horizontal 
del pluno verte 
cal, del cual da- 
mos, para ma- 
yor compren: 
sión, la proyec- 
ción vertical de 
una parte limi- 


tada, y (As. Bi. 


181 
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mos considerar ya la imtersección de dos planos cualesquiera. 

Para encontrar un punto de la intersección: (fe, 151) se corlan 
los dos planos dados a y [ff mediante an plano auxiliar y perpendicular 
a uno de los planos de proyección. Se obtienen dos rectas, r y $, que 


se encuentran en un punto P de la intersección. Repitiendo la ope- 


ración con otro plano anxillar se obtovdeítoloo puto de la intersección. 
Esta queda ast perfectamente detecariadis 
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4, — Supongamos entonces los planos ABCD y EFG (fig. 152). 
Tomemos como primer plano auxiliar uno normal al vertical. Sea ys 
su traza vertical, 

La intersección de este plano con los dos planos dados son las 
rectas MN y PQ, respectivamente. Su punto de intersección es 
R=(R,, Ra). 

El segundo plano auxiliar ha sido elegido paralelo al plano verb. 
cal, Su traza horizontal es 4 y corta los planos dados según las rec- 
tas ST y UV, respectivamente. Estas se encuentran en Z= (Xy, Zo) 
La recta RZ es la intersección pedida. 


Fxc. 153 


Los planos auxiliares a utilizar pueden ser cualesquiera de los 
normales a uno de los planos de proyección, Muy cómodos resultan 
los paralelos al vertical o al horizontal, teniendo presente, al elegirlos. 
la conveniencia de que corten las figuras dadas en las partes má: 
“anchas, 


8 32. INTERSECCION DE RECTA Y PLANO 


1. —La intersección de una recta y un plano es un punto. Par: 
determinarlo, en el caso de que el plano no ocupa las posicionc: 
particulares consideradas en el parágrafo anterior, se recurre a un 
plano auxiliar que pasa por la recta. El plano auxiliar (fig. 153) corta 
el plano dado según una recta. La intersección de ésta con la dada 
es el punto de intersección buscado, 


5 entonces (fig. 154) que (fas, av) es la recta 
dada y (41B:C,, AsBxCa) el plano. Queremos determinar las prove: 
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ciones del piuuto en que la recta encuentra el plano. Como plano 
auxiliar clegimos el que proyecta horizontalmente la recta dada. Su 
traza horizontal es la misma a; y corta el plano del triángulo según 


¡eL 


Fra. 154 


Cs 


la recta MN, El punto P==(P,, P,) en que MN corta la recta dada a 
es el punto de intersección buscado. Para la visibilidad de la recta 
a procederemos en la forma iadicada en $31. Comencemos con la 
proyección horizontal, 

Fl punto N, es proyección horizontal del punto N del triángulo 
Y del punto A de la recta a. Los dos tienen igual alejamiento, pero la 
cota de Res mayor (RR > AN); el punto Res, pues, horizon- 
tahmente visible, y con él toda la porción PR de a. La otra parte, PM, 
será, en consecuencia, invisible. 
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D, 


Fic. 155 


Para la proyección vertical de e tomaremos dos puntos de igual 


cota y de igual proyección vertical, uno de la recta, otro del triángulo. 
Aquel que tenga mayor alejamiento será visible en proyección vertical. 
Así, de los dos puntos que se proyectan verticalmente en Sa. el de la 
recta a tiene mayor alejamiento. El segmento SP es, pues, visible. Es 
invisible. en rambio, ol sesmento PTI 


INTERSECCIONES ma 


Subiendo hallar la pitersección de + ana recta y un plane 
hallar la itersección de dos pluuos delemontasde da ¿atera 
uno de éstos con dos rectas del otro y 1 e eos s los dos 1 
obtenidos, o bien la intersección del primero con uta recta del E 31 
y la del segundo con una recta del primero, edo después los dos 
puntos como en el caso anterior, 

En la figura 155 se ha empleado este último procedimúicato. 


833. INTERSECCION DE DOS PLANOS DADOS POR SUS TRAZAS 


1. —-Las trazas de un plano no son simo las intersecciones de éste 
vou cada uno de los planos de proyección, 

Conocidas, pues, las trazas (01, 0%) y (L, Ba) de dos planos no 
paralelos. el proble- 
ma de hallar su recta xi 
ln intersección no es "dl 
“no un caso particu- 
lar, semirresuelto, del 
problema general da- 
do en Tos números 3 
y del 8 31. Las in- 
tersecciones de los 
dos planos dados con 
vel pleno horizontal 
wvulas rectas dy y Ba, 
cayo punto cornún 
1 (Az. Ag) (figu- 
in 156) es uno de los 
puntos de la inter- 
weción: buscada. 

Las interseccio- 
wr de a y f con el 
¡dni vertical de proyección son ue “y Bo. Su punto común B = (B,, Ba) 
ss olro punto de la intersección buscada. La recta AB es, pues, la in- 
erección de los planos a y f. Sus trazas sou Á y.B. 


2. Los planos cuya intersección se busca pueden ocupar posi- 
tenes especiales. HKesultan así los siguientes casos particulares más 
tiiiortantes: 

1* Dos trazas homónimas som paralelas. 

Sean: varalelas las trazas horizontales a y Pi (fig. 157). El punto 
Po conan a las trazas ds y fa, es la traza vertical de la intersección 

4 proyección » horizontal es P, sobre la linea de tierra. Tenemos as' 
Úm puuto Ps de la proyección vertical de la intersección y un punto 
Pale su proyección horizontal. Pero la Geometría Elemental enseña 
te esa intersección es paralela a las trazas as y fi. Sus proyecciones 
¡heno ser entonces paralelas a las de estas rectas; basta así trazar 
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“por Pz la paralela a 


By/ ET y por P, la pa 

Y Az ralela aa (of). La 

/ _ intersección buscada 
Eb da es ¿= (dx, de). 


2% Uno de lo: 

T planos es cualquiera. 

el otro es paralelo a 

uno de los planos de 
proyección. 


Sea (ar. Mo) el 
plano cualquiera y 


Na MS fr la única traza de 

o ES un plano paralelo al 
plano vertical (figu- 
ra 158). 

La recta de intersección es una recta del plano vertical (1; su 
proyección horizontal ¿y coincide con fj. Además, la recta Y del espacio 
es paralela a Ja braza «17 (intersecciones de dos planos paralelos con un 
tercero); su proyección vertical ¿> será, pues, paralela a 0. 


Fra. 157 


32 Uno de los planos es cualquiera, el otro es perpendiculer a 
uno de los planos de proyección. 

Sea (4, a) el plano cualquiera e imaginemos que el otro 
(Gr, Pa) ser perpendicular al plano horizontal (fig. 159). 

La construcción a cfectuar es la andicada para el caso general, 
1 de esle parágrafo. La única parti ularidad consiste en que la pro: 
yección horizontal í, de la intersección coincide con fr. 


4e Uno de los 
planos es cualquiera. 
el otro es de perfil, 

Sea (u, 0) el 
plano cualquiera y 
(Br, Ba) el de perfil 
(fig. 160). La recta 
de intersección une L 
en el espacio los dos' ES 
puntos 41 y B2 en : 
que se cortan las tra- 
zas homóninas de los 
dos planos. Como esa 
recta pertenece al 
plano de perfil, sus 
proyecciones y € la 
coinciden con las tra- 
zas y Po. Enla £- 
gura hemo: deterrm- Pie 158 


AE 


INTERSECCION ES 


nado el perfil sa de 
la intersección: reba 
tiendo el plano de 
perfil sobre el plano 
vertical, El segmento 
BA da la verdadera 
magi de la iuter- 
sección y el ángulo 
M2BrAz es el ángulo 
que la recta 2 forma 
con el plano xo». 


5% Uno de los 
planos es perpendi- 
cular al plano q. el 
vtro es horizontal 

La recla de im 
tersección es paralela 
ul plano horizontal. 

Su proyección verti- 
cal de (Dg 161 coincido 
vide con 01. 


Con 


* Úno de Jos plann< es 
La lo indica la fenra 


vaso general. Ja mota dh. 


01 


er 
e 


su proyección horizontal / 


Fic. 159 


0 EN 


cualquiera, el otro es parale 0 ASE 


7* Los dos planos son paralelos a la línea de tierra. 


162, la construcción es deual a la del 
lo: es la intersección buscada. 

Sean aa dE y 

(Br, B2) E anos 

2 (Dg. 163). La inte: 


tainbrez: 
h 


sección será 
paralela a la Jines . 
tierra. Para delerno 
narla se recurre a um 


; 213 

2/ lo A plano auxiliar de per 

F fil (Yo Y»). 

. Este plano corta 

L £ la, Ma T los planos dades «a 
A gún dos rectas, cuyo 
; ñ SS A, intersección da un 

. punto de la intersec- 

Se y / ción buscada. La rec- 

CEN E ta común a los planos 

0 A pr a y y tiene las pro- 

4, yecciones coimciden- 

a tes con Y1 y yo. Sus 


Fu. 160 
, 


trazas en el espacio 
son A1 y Bs. Reba- 


Eto. 161 
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tiendo entonces el 
plano de perfil sobre 
el plano vertical, el 
punto Ba no se mue- 
ve: Á4 se coloca en 
As El segmento 
as = BsAs es. pues, 
el perfil de la por- 
ción de recta según 
la al se cortan los 
planos au y y. Del 
mismo modo bx es el 
perfil de la ¿intersec- 
ción de $ y y. 

El punto 3 eu 
que se cortan dz y Da 
es el perfil de la ín- 
tersección de los pla- 
nosa y PB. Debemos 
halar sus proyeccio- 
nes, Como la cota de 


iz es común a todos los puntos de la recta 1, la proyerión vertical la se 
obtiene trazando por ía la paralela a L7. La proyección horizontal is 
se encuentra haciendo volver a su posición primitiva el plano de perfil. 


8> Dos trazas de igual nombre de los planos dados se cortan 


0] 
dl 


fuera de los límites 
del divujo. 
Supongamos que 
esto ocurra para las 
trazas horizontales 
as y br (fig. 164). La 
traza vertical (Bs, 
81) de la intersección 
se halla sin dificul- 
-tad. no así la horizon- 
tal. Se trata entonces 
de encontrar otro 
punto de esa recta. 
Imaginemos co- 
mo auxiliar el plano 
horizontal ya. Los 
planos dados a y f 
son cortados por éste 
según las horizonta- 
les (a, 22) y (br, ba), 
respectivamente. El 


Nal 


Fic. 167 a 


INTERSECCIONES 05 


Fic. 163 
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punto (8,, Ry), común a estas horizontales, es, sin duda, un punto de 
la intersección de a y $ (3 de $31). Umiendo A, con 8, y fi, con Ba 
se lienen las proyecciones £1 € la de la intersección pedida. 

Si tampoco us y fa se cortan dentro de los límites del dibujo, se 
recurre a un segundo plano auxiliar. 


3. — Resueltos los problemas más comunes de intersección de 
planos dados por sus trazas, determinemos ahora la intersección de 
una recta (a, a2) y un plano dado por sus trazas «1, me (fig. 165). 


Fic. 165 


El procedimiento empleado no es sino un caso particular de 
1 y 2 de $ 32. 

Se hace pasar por la recta un plano auxiliar; éste corta el plano 
dado según una recta. La intersección de esta recta con la dada es 
el punto buscado. 


INTEUSEÉCUIONES Dr 


Como plano auxiliar hemos elegido el que proyecta horizontal 
mente la recta dada. Sus trazas som 01 y Po, perpendicular a £Í. Los 
dos planos se cortan según la recta de trazas (As, Az) y (Li, Ba), 


esta rocta corta la dada en (7,, f2;, punto de intersección buscado. 


EJERCICIOS 


38. lfallar la imtersección de una recta arbitraria y un plano ABC perpendi- 
cular al plano vertical, 


39. Idem de los trián- 
gulos ABC y DEF. 


EJERCICIO 39 


4), Idem de los planos 
ABC y DEFC. 


Ex Exsercion 
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41. Idem de los planos determinados te: los ovrdas as ho eo dd 


EJERCICIO 41 


42. Idem de la recta (a, ay) y el 
plas 15,8,0,D,. Ayfi,CsDy). 


EJERCICIO 42 


43. Encontrar el punto común a tres planos dados por sus trazas, (Determínese 
la recta de intersocción del 1% y el 2, luego del 1% y 3% el punto de inter 
sección de estas dus rectas es el punto pedido). 


24. Encontrar la recta de intersección de dos planos paralelos a la línea de tierra 
(Utilizar un plano auxiliar cualquiera). 


45. Finemrar la intersección de dos plenos covas trazo: pasan por no mistie 


punto de £T. 


46. Encontrar la intersección de dos planos cuando uno de ellos es dado por sn 
recta de máxima pendieute: el otro por sus trazas. 


47. Encontrar el punteo en que nlio recta encuentra Un plano dado por su rects 


de oyóvime pendiente 


SAO SENS 
(> 


A 


Carítuno VI 


POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS 


$34. PARALELISMO 


1. —-Se sabe por Geometría Elemental que una recta es para- 
lela a un plano si es paralela a una recta del plano (criterio de exis- 
tencia de rectas y planos paralelos). Reciprocamente, un plano es 
paralelo a una recta si contiene una recta paralela a la recta dada. Asi, 
por ejemplo, la recta a= (a,, ez) es paralela al plano dado por las 
rectas concurrentes b=:x (by, bs) y c= (cr, Ce) (fig. 166) porque a || b. 


Es 
E 


Fic. 166 


Del mismo modo, la recta a= (a,, az), de la figura 167, es para- 
lola al plano «a, dado por sus trazas Q1, “e, porque es paralela a la 
wtta bz (by, ba) del plano. 


2. — Es evidente que por un punto P exterior a un plano dado a 
w puede trazar un número infinito de rectas paralelas al plano. 

Recíprocamente, por un punto P exterior a una recta se puede 
hacer pasar un número infinito de planos paralelos a la recta. 


100 
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3, El plano que contiene el quanto P (fig. 168) y es paralelo a 
las rectas a y bh ose halla representado por las rectas € y £, que pasan 
b 1 y d, que y 
por P+y sun respectivamente paralelas a las rectas a y b. 


Ft. 169 


Sia y b fucsen coplanares, su plano será paralelo al de c y d, 
pues, según enseña la Geometría Elemental, dos planos son paralelos 


Fic. 170 
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cuando uno de ellos contiene dos rectas concurrentes paralelas al otro 
(criterio de existencia de planos paralelos). 

Así, por ejemplo, los planos determinados por las rectas a y b 
y e y d, de figura 169, son paralelos. 


e” 
¡a >= 
L A a m 
—_—A2___—_ A 
Sa E 
y E 
sn, pan 
ZN, : 
s So 
No 
Frio. 1?! 


4. —Es evidente que sí dos planos son paralelos, sus truzas de 
igual nombre son paralelas. En efecto (fig. 170), las trazas QU, y lr, 
por ejemplo, no son sino las intersecciones de los planos paralelos 


Fic. 172 
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dados com el mismo plano ay. La representación es, en general. la 
dada en figura 171. 

' 

5. -— Recíprocamente, cúmplese, en general, que dos planos que 
tienen sus trazas de igual nombre paralelas son paralelos. 

Dijimos en general, y explicaremos por qué. 

Si las trazas de los dos planos son paralelas entre sí y paralelas 
u LT, los planos no son siempre paralelos, Es lo que ocurre, por 
ejemplo, con los planos a y fi de la figura 172, que no son paralelos, 
como lo hace ver claramente el plano de perfil. 


6. — Dados un plano por sus trazas Qs y dz y un punto (P,, Pa) 
que no le pertenece (fig. 173), estamos en condiciones de encontrar 
el plano que pasando por P es paralelo al plano a. 


ao 


Frc. 173 


Tracemos por P la horizontal del plano buscado. Sus proyecciones 
las obtendremos haciendo pasar por 2, la paralela a ay y por Ps la 
paralela a ET. La traza vertical T, de esta recta es un punto de la 
truza vertical del plano que se busca; es posible entonces construit 
un dificultad las trazas fi», primero, y fx, después, del plano K que 
contiene el punto Poy es paralelo al plano o. 
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$35. PERPENDICULARIDAD 


1.-—Para resolver los problernas de perpeudicularidad reuorde 
mos los siguientes principios de Geometría Sólida Ilemental: 
19 La condición necesaria y suficiente para que una recta sea 
perpendicnlar a un plano es que ella sea perpendicular < 
dos rectas del plano. 


9% La condición necesaria y suficiente para que dos planos sean 
perpendiculares entre sí es que uno de ellos contenga una 
recta perpendicular al otro plano. 


30 La condición necesaria y suficiente para que dos reclas sean 
perpendiculares entre sí es que sean perpendiculares entre sí 
sus proyecciones sobre un plano paralelo a una de ellas. 


Fic. 174 
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2. Resolvamos ahora el problemo siguiente 
Conducir por el punto M== (M4, Mo) la per ld al plano 
ABC = (A1B,C,, A2B2Co) (fig. 174), 

Si a es la recta pedida, ella será perpendienlar a dos rectas enales- 
quiera del plano (1% principio). En particular, será perpendicalar a 
una horizontal y a una frontal del plano. 

Pero, por el 300 principin, las proyec Clones A Y Qs SOm1, respertiva- 
mente, perpendiculares a las proyecciones Ay de la o y Pda de 
la frontal del plano. 

Basta conducir entonces por M, la perpendicular a h, y por Ma 
la perpendicular a fo. El punto P es el pie de la perpendicular. 

Si el plano es dado por sus trazas, la construcción del problema 
anterior es más simple. 

Las trazas «y y az del plano (fig. 175) no son sino una Lo: izontal 
y una frontal del plano. Basta entonces conducir por My y Af. Lo per: 
pendiculares 41 y da a las trazas Q1 y as, respectivamente, 

El punto P es el pie de la perpendicular. 


¡85 A 
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3.--— Trátese ahora de hacer pasar por un punto el plano per- 


pendicular a una recta dada. 
Sean A== (41, 42) el punto y a== (a, as) la recta (fig. 176). 


hy 
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Hagamos pasar por 4 una horizontal y una frontal del plano buscado, 
trazando hs 1a1 y f21 02. El plano buscado es el de las rectas (h1, ho), 
a fa). 

Si el plano debe ser dado mediante sus trazas, se conduce primero 
por A una horizontal del plano, haciendo hi 1. La perpendicu- 
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lar por Ba a la proyección ay da la traza vertical del plano buscado 
La braza horizonlal es paralela a ly (e. 17D). 


FiG, 177 


4, -— Hacer pasar por una recta a == (a,, da) el plano perpendi- 
púlar a um plano dado por dos rectas concurrentes (o paralelas) 
be (bi, ba) y cs==(c1, 02) (fig. 178). 

El plano pedido, en virtud del 2 principio, es el determinado 
por la recta a y por la perpendicular al plano dado, conducida desde 


un punto cualquiera P de a. 
Marcadas entonces la horizontal h y la frontal f del plano dado 
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se trazan desde P las proyecciones de la recta d perpendicular a ese 
plano. Las rectas a y d determinan el plano pedido. 


Fic. 178 


La figura 179 resuelve el mismo problema cuando los planos 
son dados mediante sus trazas. 

Por el punto P de la recta dada a se ha trazado la perpendicular 
b al plano a. Se hallaron después las trazas Pj y B2 del plano deter- 
minado por las rectas a y b. 

El problema resuelto en este número tiene una sola solución si la 
recta dada a es coplanar, paralela u oblicua con respecto al plano 
dado; tiene, en cambio, infinitas soluciones si la recta a es perpend) 
cular al plano. 


POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS 


Fic, 180 


100 


110 D. DI PIETRO. -—GEOMETRla DESCRIPTIVA 


5. —El problema anterior y el recuerdo de algemmas nociones de 
Geometria Sólida hacen comprender quesi dos planos son perpendi- 
culares, no hay, en general, ninguna rlación entre las posiciones 
relativas de sus trazas. Como caso particlar consideremos dos planos 
a y f perpendiculares entre sí, siendo, además, « perpendicular al 
plano xq (fig. 180). 

Por ser a perpendicular a $ y a es perpendicular a su inter- 
sección [,. Esta será entonces perpendiular a todas las rectas de «a 
que pasan por el pie P; lo será entonces ¿la intersección ay de a y xt. 
En consecuencia, las trazas de igual nómbre de dos planos perpen- 
diculares entre sí forman un ángulo rectosi por lo menos uno de ellos 
es perpendicular al plano que corresporle a las trazas consideradas. 


TD 


- Sa 


Fic. 181 


La figura 181 da la representación le dos planos a y [$ perpen- 
diculares entre sí. El plano Pf es ademá perpendicular al plano mp. 
Las trazas de y fo sou perpendiculares mtre $. 
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6. Nos falta 
sougaderar el proble- 
ma de la perpendicn- 
lar desde un punto 
dado P:=*(P,, Po a 
una recta dada 
qe (07, ay) 

La recta pedida 
puede obtenerse cor- 
duciendo por £P el 
plano a perpendicu- 
lar a la recia dada e 
(fig. 182), determi 
nando el punto de ju 
lerseccrón O YY 
do luego Pouon Q 


Fic. 183 
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Es lo que se ha hecho en la rerssontación de lo figura 183. 
Mediante una horizontal y una frontalw determinó el plano a per- 
pendicwar a la recta a. El punto de inisección de a con a es Q. La 
recta PQ es la buscada. 


EJERCICIS 


48. Dados los puntos 4, B, €, D, mediante st proyecciones, construir la perpen- 
dicular desde D al plano 4BC, Hallar £ pie de la perpendicular. 


50. 
51. 
52. 
53. 


54. 


55. 


EJERCICIO 49 


Ls 


49. E triángulo ABC es la base infe- 


Dr de un prisma recto, cuya al- 
tra aparece en proyección vertical 
egin l1cm. Completar las proyec- 
(mes del prisma. 


Hacer pasar por un punto dado, un plén perpendicular a una recta dada, 
Trazar por un punto un plano perpeninlar a una recta de perfil 
Conducir por una recta, el plano perperculaz a un plano dado. 

Un plano a es dado por los puntos A, EC. Representar el plano mediante 
sus trazas y conducir luego desde un Prto P la perpendicular al plano; 
determinar el pie de la perpendicular. 

Por un punto dado P, hacer pasar un lano a perpendicular a una recta 
dada r. Determinar las trazas del plane x. 


Las barras AB y CD que se cortan 
en P, están conectadas al plano ver- 
tical. En P se coloca otra barra 
perpendicular al plano de las dos 
primeras, que debe conectarse con 
el plano horizontal. Hallar las pro- 
yecciones de la barra adicional, asi 
como el punto en que debe conec- 
tarse. 


Di B 
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Carítuio VI 
CAMBIOS DE PLANOS DE PROYECCION 


136. INTRODUCCION 


1.— A menudo la representación de las piezas y de las cons- 
tracciones hechas sobre ellas es más simple, y a veces inmodiata, 
como ya tuvimos la oportunidad de ver, cuando las figuras ocupan 
posiciones particulares con respecto a los planos de proyección. Asi, 
vimos que una figura paralela a un plano de proyección se proyecta 
wbre éste en verdadera magnitud. Por lo tanto, dada una figura en 
ima posición general, es útil, y a veces necesario, reducirla a tener, 
ven respecto a los planos de proyección, aquella posición especial que 
más convenga a la cuestión que se estudia. ” 


2.— Los procedimientos que permiten obtener la posición más 
«:"mveniente de la figura que se considera reciben el nombre de méto- 
dus gráficos de la Geometría Descriptiva, Ellos comprenden: 


1? El método de los cambios de planos de proyección. 


2% El método de las rotaciones y, como caso particular, el mé- 
toda de los rebatimientos. 
En el primer método los datos quedan fijos y se desplazan los 
plunos de proyección. 
En el segundo método los planos de proyección quedan fijos y 
li figura es desplazada. 


01, EL METODO DE LOS CAMBIOS DE.PLANOS DE PROYECCION 


1.-—Sean P, y Pa las proyecciones de un punto P del espacio 

uz, 184). Mantengiunos el plano 11 y consideremos otro plano ver- 

7 , . YS a S 

val). La recta L'7* es la nueva línea de tierra y P,, P, son las 
uevas proyecciones del punto. Por otra parte, 


P.P, = Pp Po, ! 
pues cada uno de estos segmentos es la cota, invariable, del punto P. 
Holmtiendo entonces cada plano vertical se obtiene una representa- 
ción en la cual P,P, = P, Pr, Quiere decir que, cuando se cambia el 
rbmo vertical conservando el horizontal, la proyección horizontal de 
4 punto cualquiera no varía, y la nueva proyección vertical es tal 
poa distancia a la nueva línea de tierra es igual a la distancia que 
halda entre la anterior proyección vertical y la primitiva línea 


di herra. 
= 
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A —— 


y? e Ny 10d T 
| 
les | 5 
| 
1 
Fic. 184 


2.— En las representaciones llamaremos ETE ESTO éteso las 
nuevas líneas de tierra, y P2 P%, etc., por ejemplo, las muevas pro- 

1 ticales. La disposición de las letras d ET', ET”, et 
yecciones verticales. La disposición de las letras e ET”, EMT”, etc, 
será tal que, leyéndolas de izquierda a derecha, la parte superior del 
nuevo plano vertical 
se encuentra encima 
de la linca de tierra. 


3, — Consilere- 
mos la representa- 
ción de un punto P 
del espacio y sean P; 
y Pa, sus proyeccio- 
nes con respecto al 
sistema de planos 1 
y Te (fig. 185). 

Supongamos que 
L'T' sea la nueva lí- 
nea de tierra corres- 
pondiente a un nuevo 
Se plano vertical a. 

Fxc. 185 Queremos determi- 
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nar las nuevas proyecciones de P. Como el plano horizontal no ha 
cambiado, la proyección horizontal es siempre Pj La nueva pro 
yección vertical se encontrará sobre la perpendicidar por Pa 17” 
y a una distancia de ésta, 
Pp” = P,Po. 
4. Eu la figura 186 el nuevo plano verte] fué rebatida hacia 
la parte inferior del dibujo. 


5. — Cuando se 
reemplaza el plano 
horizontal por cual. 
quier otro plano 
perpendicular al 
plano vertical se di- 
ue que se ha cam- 
biado el plano ho 
rizontal, El nuevo 
plano de proyec- 
ción, si bien no ho- 
rizontal, coriserva el 
nombre de plano 
horizontal. 

Para compren- 
ler bien el mecanis- 
mo del cambio de 
plino horizontal 
cotisideremos la Ji Fis. 186 
pura espacial de fi. 
gyura 187, Los planos primitivos son 1, y e; el muevo plano hori- 
sntal es ai; Pa y Po sou las proyecciones del punto P con respuslo 
a los plagos du y me. Después del rebatinuento del plano e sobr 
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1 la proyección Pa se sitúa, como ya se sabe, sobre la perpendicu- 
lar a ET por P,. 

Se trata ahora de determinar el punto P mediante sus proyec- 
ciones con respecto a los planos as y 1. La proyección de P sobre xa 
es siempre Pa. La proyección sobre x, es P; Con un razonamiento 
análogo al hecho en 1 de este parágralo se comprende que el plane 
determinado por las proyectamles P'/% y PP, es perpendicular a L'T* 
en el punto P”, y que P2P = P”,P”, (alejamiento de P). Si rebatimos 
el plano x1, sobre el m alrededor de LT” en el sentido indicado en la 
figura, por ejemplo, el punto P*, se colocará sobre la prolongación de 
la perpendicular PaP' a la nueva línea de tierra L'7” y a una dis- 
tancia de ésta igual al alejamiento. Si ahora se rebule el plano xa 
sobre el xy para estar de acuerdo con las cnvenciones establecidas. 
se obtiene la representación o figura descriptiva. 

La figura 188 da la representación para un punto dado (Py, Po). 
Por Ps. que no cam- 
bia, se ha trazado 
la perpendicular a 
L'T”, tomándose 
luego PP! = P¿P,. 
Los puntos P; y Pa 
son las proyecciones 
de P con respecto 
al nuevo sistema de 
planos. 

Ll sentido del 
rebatimiento del 
plano x, sobre x2 es 
arbitrario. Se puede 
robalie pues, si así 
se desea, hacia da 
parte superior del 
Fic. 188 dibujo. 


$ 38. PROYECCIONES DE UNA RECTA CUANDO $E CAMBIA UNO DE 
: LOS PLANOS DE PROYECCION 


1. --Couocida una recta por sus dos proyecciones, se obtiene 
su proyección sobre un nuevo plano, hallando las nuevas proyeccio- 
nes de dos de sus puntos. 

2.—Sean A1B,, A2B2 las proyecciones de la recta (fig. 189). 
Consideremos un mievo plano vertical y sea ET la nueva línea de 
tierra. La proyección 4,B, no varia. Para encontrar Á¿B,, nueva 
proyección vertical, hállanse las nuevas proyeciones verticales de 
los puntos Á y B. 

3.—-Para la recta de proyecciones 4,B, 4+Bz, dada en la figu- 


ra 190. se ha hecho un cambio de plano horizmtal Da proyección ver- 
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tical es siempre 
A»Bs; la nueva 
proyección hori- 
zontal es A¡B; 
obtenida en la 
forma indicada 
en la Digura. 


4. -- Con un 
cambio de pla- 
nos puede hacer- 
se que una recta 
dada resulte pa- 
rolela a uno de 
los planos de pro- 
yocción. Al verti- 
cal, por ejemplo. 

Cuando una 
recta es paralela 
ua uno de los pla- 
tos de proyec- 
sión la proyec- 
«ión de nombre 
«oritrario es pa- 
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Fic. 190 


ralela a da dmca 
de tierra. Em 
nuestro caso, si la 
recta dada (4,4. 
A2B2) (fig. 191) 
debe resultar pa 
ralela al plano 
vertical, es nece- 
sario que A,B, 
sea paralela a la 
nueva línea de 
tierra. Basta, así. 
trazar ET" para- 
lela a A,B,; y en- 
contrar la nueva 
proyección verti 
cal AB, El seg 
mento 4,B” da 
entonces la ver- 
dadera magnitud 
del segmento AB 
del espacio. 
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Se comprendo 
que para simpliticar 
se puede hacer que 
ESP” coimcida con 
418. Resultan en- 
tonces las represon- 
taciones de la fign- 
ra 192, 


5.—En la fi- 
gura 193 se ha he- 
cho que la recta AB, 
dada por sus pro- 
yecciones AjJB, y 
AB, resulle para- 
lela al plano hori- 
zontal, ilegido 47" 
paralelo a Agbo, el 
segmento AB da 
la verdadera mag- 
ntud del segmento 
AB del espacio. 
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6.--- Dada una 
recta mediante sus 
proyecciones AB), 
Arba (fig. 194), 
nos proponemos lle 
var sobre ella, a 
partir de uno de sus 
puntos, una longi- 
tud dada. Trátese, 
por ejemplo, de Jle- 
var 10 mm a partir 
del punto (4,, 4»). 

Después de ha- 
her proyectado la 
recta sobre un nue- 
vo plano vertical 
paralelo a ella, o 
que la contenga, se 
marca, en la escala 
de longitudes perte- 


eciente al dibujo, el seg: 
mento 41€, = 10 nun; Juego 


Fic. 19% 


Fic. 195 


A, 


B, 


desde Cl, se truza 
la perpendicular a 
ET" y se obtleno el 
punto Cy. La per- 
pendicular a Ef 
permite obtener (.. 
El punto (C,, Cal 
es el punto buscuda 


$39. PROYECCIO. 
NES DE RECTAS 
DE UN PLANO 
CUANDO SE CAM- 
BIA UNO DE LOS 
PLANOS DE PRO- 
YECCION 

1. -— Resueltos 
para los puntos y 
las rectas los pro- 
blemas concernion- 
tes a cambios de 
planos de proyec- 
ción, no es difícil su 
aplicación a planos 
dados por varias 
cualesquiera de te 
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Ez 


A 


Fic. 195 


2.-— Para una 
miema figura pue- 
den efecinarse va- 
rios cambios sucesi- 
vos de planos de 
proyección. Es lo 
que se ha hecho con 
el triángulo ABC de 
la figura 197. 

Eligióse primo- 
ro una mueva linea 
de tierra £/T”" pa- 
falela al lado CB, 
de la primitiva pro- 
yección horizontal. 

El triángulo 
A,hC) es la nue- 
va provección vor- 
ticas. Hav algo ue 
teresante en eslo 
triangulo. y es que 
el segmento 040% da 
la verdadera mag- 
aitud del segmento 


196 


medica PR daa 


ular, por sus do: 
Ívazas. 

Prátese, por 
ejemplo, del plano 
del tióngulo AB€ 
(fig. 195). dado me- 
diante las proyec 
ciones A¡B,Cy y 
AsBrCo. Cambiado 
ei plano vertical 
por otro cuya 1n 
tersección COM 7% es 
IT" (mueva línea 
de tierra) se obtu 
vo come nueva pre 
yección vertical); 
figura ALBLCo. 

En la figure 
196 se ha candado 
el plano horizontal 
La nueva proyec 
ción es ALBLC,. 
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Co 
Ñ 


Fic. 197 


“UB del espacio. Dóbese esto a que C¡B, es paralelo a L'T" (2, $15) 

Se eligió después otro plano horizontal, siendo LT”, esto es, la 
nieva línea de tierra, perpendicular a CoBl. La nueva proyección 
lwrizontal del triángulo es ahora el segmento A¡C¡B;. El lado CA 
ha resultado así perpendicular al nuevo plano horizontal, siendo el 
punto €, B*, su proyección sobre este plano. 

Esta doble trausformación. que conduce a la obtención de un 
enmento como una de las proyecciones de una figura plana genérica 
del espacio, es utilizada a menudo para resolver con facilidad viuone 
tros problemas prácticos. En su aplicación conviene recordar Gte 
"| primer paso debe dar, mediante una cualquiera de las proyecciones, 
la verdadera magnitud de ano de los segmentos de la figura. 


3.--La construcción de la figura 197 puede ser simplibicada 
¡ando se recurre no a una recta cualquiera AB del plano dado, uno 
4 tina de sus rectas particulares: una horizontal, por ejemplo. o una 
barata] 
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Consideremos la horizontal (41%, AD) (ix 108). 1l seg 


mento 40, por ser paralelo al plano 11, aparece en AD, según su ver 


Fic. 198 


dadera magnitud. Cambiemos de plano vertical tomando LT" perpen 
dicular a la proyección 41D,. El nuevo plano vertical, por ser per- 
pendicular a la recta AD, es perpendicular al plano ABC (1, 835); 
la nueva proyección vertical del triángulo será, pues, un segmento, el 
5. 
El ángulo a es el que forma el plano ABC con el plano xa. 
840. TRAZAS DE UN PLANO CUANDO SFE CAMBIA UNO DE LOS 
PLANOS DE PROYECCION 


1.-- Al cambiar solamente uno de los planos de proyección es 
evidente que una de las trazas no cambia. Para obtener la nueva traza 
se puede, de un modo general, considerar tres puntos del plano dado. 
determinarlos con respecto al muevo sistema de planos de proyección 
y hallar entonces la nueva traza del plano. 
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El procedimiento es evidentenicnte largo, Se puede proceder en 
forma más rápida teniendo en cuesta que la nueva traza es la mite: 
sección del plano, dado com el nuevo plano de proyección. 


2. Trátese, por ejemplo, del plano (a, as) (fig. 199). Se desea 
cambias el plano vertical. Sea 11” la nueva línea de tierra. La iraz.: 
uno varia, la nueva traza vertical es la intersección del plano (01. 42) 


br. 199 


con el muevo plano vertical (fu, fe). En el sistema primitivo e ta 
intersección es la recta (41, 4:) Pera definirla en el muevo sistena 
basta hallar las proyecciones verticales de dos de sus puntos, (11, 41) 
y (V,, Va), por ejemplo, Gum, el punto (1%;,, Ha) tiene cota nula, 
su nueva proyección vertical coin ide con A,. La nueva proyección 
vertical de (V1, Va) está, en cambio, en V,, sobre la perpendicular por 
V, a ET" y a una distanci. V¡V, = ViVe. La nueva traza vertical 
«, del plano dado es, pues, l: recta que une H, y V;. 
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3. — Otro procedimiento es dado en la figura 200. Se ha tomado 
una horizontal (%,, he) del plano y se ha hecho el cambio de esta 
recta, que continuará siendo horizontal y a la misma distancia A; Áz 
del plano horizontal. La nueva posición de la proyección vertical de 


Fic. 200 


la horizontal h ha sido obtenida considerando uno de sus puntos 
(P,, P¿). El punto (B,, B;) es la nueva traza vertical de la horizon- 
tal A. Uniendo entonces B y Q se obtiene a. 


4. —La figura 201 corresponde a un cambio de plano horizontal. 


5. — Al cambiar uno de los planos de proyección el nuevo plano 
puede ser elegido de modo que resulte perpendicular al plano dado, 
como ya lo hicimos en el número 3 del parágrafo anterior. 

Deseamos, por ejemplo, cambiar el plano horizontal por otro 
normal al plano dado (a,, az) (fig. 202). 

El nuevo plano horizontal debe ser perpendicular al plano ver- 
tical y también al (a;. «:). Será entonces perpendicular a su inter- 
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sección dy. En corisecuencia, la nueva lea de ierra 1:77 debe ser 
tomada perpendicularmiente a 0. La nueva traza a, se obtiene como 
en los números precedentes. 


Fic. 201 


141. APLICACIONES 
1.—Ei cuadrilátero (4A4B,CD,, A2B2CD)) de da figura 203 


wtá situado en un plano perpendicular al plano horizontal. Hallar 
“ws verdadera magnitud. 

Si se toma como nuevo plano vertical el mismo plano que con- 
tiene el cuadrilátero dado, la nueva proyección vertical 445052, 
da la verdadera magnitud pedida, 


2. — Determinar la longitud de la arista AB del techo indicado 
ws la figura 204, siendo A1B, y AsfBe sus proyecciones. Encontrar 
timbién la verdadera magnitud de la falda ABCO del techo. 
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Cambiando el plano vertical, con £%Í” como nueva liuca de tierra, 
AB, es la longitud de la arista AB. 

Como DC aparece en tamaño real en D.Co, es fácil la construc 
ción en iamaño real de la falda ABCD. 


o 


Aa” 
A 


Fig, 202 


£ 


3. - Las patas de un caballete aparecen en proyección vertical 
y de perfil en la figura 205. Hallar los ángulos de corte de cada um 
de sus caras. 

Podemos considerar el perbl como una proyección horizontal, 
siendo £7' la linea de tierra. Cambiando el plano vertical por otro 
plano paralelo a la cara ABCD se obtiene ALOLD,, que da la cara 


ARBCD en tamaño real. De ella pueden sacarse los ángulos pedidos 
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—) 


3 


Fis, 203 


4. -- En los ejemplos anteriores hemos hallado la verdadera mag- 
nitud de figuras pertenecientes a planos perpendiculares a uno de 
los planos de proyección. Una de las proyecciones de la figura ha 
aldo, pues, siempre un segmento, Si se tratase de figuras siluadas en 
wi plano cualquiera. haremos primero que óste se vuelva perpen 
divular a uno de los plavos de proyección mediante un cambio opor- 
tuno (2 y 3 de $ 3%, continuando después como en los ejemplos 
mideriores, 

Trátese de hallar la verdadera magottuad del triángulo 
CARBO, ABC) dado en la figura 206. 

Deternminada la horizontal (La, fe) del plano ABC, se cambia de 
plano vertical, siendo 224% la nueva línea de Herra. Se obliene así el 
wpgmento B¿C? como proyección vertical del triángulo. Con 117 pa 


lola a 20% se cambia de plano horizontal. La tigura AGRO, da 
la verdadera magnitud del triángulo dado, 
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Fic. 205 
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Fic. 206 


5. fm luvma análoga podemos hallar la verdadera magnitis! 
do la falda AROD del techo indicado en la figura 207. 


Comiderada la horizontal (D,C,, D,C,) se cambió de plano ve 
tical torasado 2/77 perpendicular a D,C,. La figura ABOD reosi.: 
asíosituada en cer plano perpendicular al nuevo plano vertical y se 
proyecta sobre ésto según el segmento (4,B2) (CD). Un cambiv de 
plano herzontel con LT paralelo al segniento anterior. quo nte 


halor os AQLUCOAD? Ta verdadera magnitud pedal 
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Fic. 207 


EJERCICIOS 


56. Dadas las proyecciones de un punto, cambiar el plano horizontal, 
37. Dadas las proyecciones de una cecta, cambiar el plano horizontal, 


58. Dado un punto. cambiar ambos planos de proyección. 
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59, Dada una esto repisa 


acobos planos de proyección. 


60. Dado un plus mediante sus trazas, cambiar el plano horizontal. 


61. 


1 
e 
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62. La figura que sigue da las proyec- 
ciones de un paralclograrmo. Hallar 
su verdadera magnitud. Para re- 
solver este problenia procédase así: 
cambiar el plano vertical por otra 
perpendicular al plano del parale- 
logramo; cambiar luego el plano hu 
rizontal por otro paralelo al que pro- 
yecta verticalmente la figura. 


63. La figura que sigue corresponde a un eristalizador, en chapa 


En la figura que sigue se ticnen las 
proyecciones de una chimenca trono 
cilíndrica. Placer el desarrollo de su 
superficie y dar la verdadera mugai- 
tud de la abertura a practicar en el 
techo, El desarrollo de la superficie 
no ofrece dificultades. Para hallar la 
verdadera magnitud de la abertura, di- 
vidase la circunferencia en cierto nú 
mero de partes iguales y cámbiese Jue- 
go de plano de proyección horizontal. 


Exrrcrcio 6 


Hiilae Ja jor 


giltud de una de las aristas laterales y dibujar después una de las enes del 


cristalizador, 


- 63m 


md 
mo 
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N 


eN 
Y 


Couocidas las proyecciones de 


un tirantiilo oblicuo con  res- 


pecto dos dos planos de pro- 
yuscción, encontrar su verdadera 
jomgitud. Encontrar tanduón das 
poyercioues de un palo sittia- 


du sobre vna de las aristas. a 


nua distancia dada de uno de 


los extremos. 


EJERCICIO 65 


CarírtuLo VII 
ROTACIONES 


$ 42. INTRODUCCION 


1, —Dada la representación de una figura mediante el método 
Monge, conviene a veces encontrar la análoga representación de esta 
misma figura, después de hacerle describir un movimiento de rotación 
alrededor de un eje, generalmente perpendicular a uno de los planos 
de proyección. 

Se sabe que entonces cada punto de la figura queda siempre a 
la misma distancia del eje. 

2.--Si el eje elegido es perpendicular al plano horizontal, su 
proyección horizontal es, como ya sabemos, un punto; su proyección 
vertical es una recta perpendicular a la línea de tierra. 

Si el eje es perpendicular al plano vertical, su proyección vertical 
es uu punto; su proyección horizontal es perpendicular a la linea de 
tierra. 
$43. ROPACION DE UN PUNTO 


1. --Se sabe que cuando una figura hállase animada de un 
movimiento de rotación alrededor de un eje fijo, todos sus puntos 
describen arcos de 
circunierencias Cu- 
yos planos sou per- 
pendiculares al eje 
de rotación y cuyos 
centros están sobre 
este eje. Además, 
los radios vectores 
de los distintos pum- 
tos describen ángu 
los centrales igua- 
les durante tiempos 
iguales. 

linaginemos 
que da figura gira 
de un ángulo de ro- 
tación 0 alrededor 
de un eje vertical y 
que P sea uno de sus 
puntos (fia 2081 Pe. 208 
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Fic. 209 


se traslada, mientras tanto, 
paralelamente a LT. 

La representación es da- 
da por la figura 209. 


2. Es fácil comyprou- 
der que si el qanato £ qua 
aleéde tor de un eje perpendi 
cular ai plano vertical, restlta 
una representación comio la 
indicada en la figura 210. 


$44. ROTACION DU UNA 
RECTA 


1. —Como dos puntos 
determinan: una recta, basta, 
evidentemente, hacer girar es- 
tos puntos para tener la nue 
va representación de la recta. 

Sea (11, 12) la recta da- 


Observamos gue el punto P, al 
moverse qua descartan arco de 
amplitud U con centro en (oy Fade 
CP, permanece en un plano paralelo 
al plano horizontal, y como toda £i- 
gura paralela a un plano se proyecte 
sobre óste en verdadera magnitud, ci 


ma 
arco PP” tiene como proyección hor 


ns E cn hs 
zontal PP, = PP"; su proyección ver- 


tical es, en cambio, el segmento de 
recta P¿P paralelo a LT. Quiere de 
cir entonces que, cuando el punto ? 
del espacio describe un arco de 
amplitud 0 y radio CP, su proyec 
ción horizontal P, describe wn arco 
de centro C,, amplitud 0 y radio 
CP, == CP; su proyección vertical P, 


Je] 

AER 

a AN 
R 2 


a 10% 
¡DE 


Ñ Ca : A 
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da, (e, e2) el eje de rotación y 0 == 205? el ángulo de rotación. Flog 


dos dos puntos cualesquiera de la recta, (A. An y (Br, Lu). 


Mor 
UN 


ejemplo, se aplica a cada uno de ellos la construcción indicada en el 


parágrafo anlertor y 
a recta (fig, 211). 


2.—El problema anterior puede ser Y 
Consiste en hacer girar el pie de la perpendicular común a Ca ve: 


y ebicra vio dis 


$e , A 
priyva A ¡EM ZA de 


ara 


suelto ea olra herria 


dada y al eje. Como el eje es vertical. lo perpendicalar condi 
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horizontal y sus proyecciones som CP, y Co (fig 212), siendo 
Pr Pay el pie de la perpendicular Despues de la rotación (Py, Poo 
se vuelve (2, P). Como la perpendicular común sigue siendo hori 
zontal, la nueva proyección horizontal r, de la recta dada será per 
pendicidar a C4P,. Para determinar r, se hace pirar otro punto de r, 
por ejemplo, la traza (17,, Ho). La nueva proyección horizontal 7; 
de / debe estar sobre r, y de tal modo que €, H, = C1H,. 


Los triáugulos sectáneudos COOP. y OEA, a ide ques 


tener CE, OP EM O ae, LE PUE. ad 


que nerapale encantar cn farma (Qrecia E 
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Fira. 
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3. -- Convie 
ne, para simplih 
car. elegir un ej 
vertical que en 
cuentre la recto 
dada (fig. 2137, 

El o dh 
q cepo TA 
PL que e Ego 
A yo cntarne 
baste hacer gh 
solamente un pun 
to de la recta dl. 
da, el (As, A. 
por sjemsplo 
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$43. ROTACIÓN DE UN PLANO 


1. La rotación de un plano se obtiene haciendo girar los ele 
mentos geométricos que lo determinan, esto es: tres puntos no siiuados 
en línea recta, una recta y un punto, dos rectas del plano. Las nuevas 
proyecciones de estos elementos definen el plano en la mueva posición. 

2454, per ejemplo, el plano dado por las rectas (41, 2) y (bi, bos 
de figura 214 es definido después de una rotación de 120" alrededor 
del eje vertical (e,, es) por las nuevas proyecciones (A, 3) y 
(b., bh) de sus rectas a y b. 


Z 


Fria. 214 


2. En numerosos problemas resulta úl) a vero eres, que 
una figura situada en un plano aparezca, despues de una rotación, <on 
una de sus proyecciones reducida a un segmento, en forma análoga 
a lo que se ha hecho en 2, $39. La rotación a efectuar es. como se 
comprende, aquella capaz de hacer que el plano de la Sugura se 
vuelva perpendicular a nno de los planos de proyección. 

Prátese. por ejemato, del triánendo CABO, ARO ia 0443 
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Nos proponemos, medianle ana oportana rotación, Lacer que el 
plano ABC resulte perpendicular al plano vertical 

Elijamos como eje de rotación la recta vertical (e,, e) que pasa 
por el vértice 4. 

Para que el plano ABC resulte perpendicolar al plano su basta 
que una recta de ABC sea perpendicular al plano Yu. Considerando 
entonces la horizontal (/1, he) de ABC ejeculemos una rolación tal 


que coloque a esa recta perpendicilaminente al plano aj Dora esto 
basta levar la normal 4,Q, a la proyección Af, hasta la posición 4,01 
paralela a LT, y trazar luego Af perpendicular a A1Qí. Sobre A: 
determinanse en seguida Pf y Bf. Para ubicar (% se halla el punto de 
intersección de A1P% y el arco de cureunderencia con centro en Ay 3 
radio A Ta nueva posición del hiánende dado es ARBÍO? Cono 
proyección vertiral se obtiene edo segrienio ALEC 
este sermento forma con LT es el ángulo que el plane del triáreanl. 
forma después de la rotación con el plano sí. 


EN cmprade e 


Bo Medirarte una seguida votación alrededor de um eje pu 
rendienlor a] peer j podas ebloneres la yerdaders rene pido 
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to 
e 


riárgmlo ABO, ya girado enel amero anterior. Basta rotar la posi- 
ción obtenida hasta hacerla paralela ad plano uy. La proyección sobre 
este plano da la verdadera nuenitad. 

Es lo que se lia hecho en la figura 216, 


> Vic. 216 
4.--Los problemas de rotación de figuras plamas resulioso soto 
mempre simplificados cuando se conmacen, cosa que JO shemire cias 


las trazas del plano de la figura. 

Veamos entonces cómo se determinan las nuevas trazas lo on 
plano cuando éste ha sufrido una determinada rotación. 

En la figura 217 (0, ay) es el plano dado, El ele es ia rl 

Pará efectuar la rotación se llover crear ca seneralo de 4 
tales del plano tuna de elas puedo serosu reza herizaadda lo de 
lrontales (una de ellas puede ser su traza serticaldo Si el pue 
que el eje encuentra el plano es conocido, como él permanece oct 
oe la rotación, se bace girar solumente Lua cesta del y ho 

En nuestro caso hemos determinado prircera elo panto en que 
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Fi 218 


IS O 


dado cdo da queda definido en sui nneva pusición por a y 
(Po too Es facil fijar entonces la posición de la ivieva 
tical 1. 


a Dado va plevo mediante sus Uozas Cy Qs, tesolvamor 30 
diante is isendente rotación un prollema axálogo al comáderad: 
encolado Lola esto priistas perú is, hagamos que el plano 
resuito, ci sti nueva posic ión, perpendical uno de dos planos de 


proyección, si verte al, por ejexapio. 

El eje «e rotación debe ser vertical (Big. 218), girándose la traza 
01 hasta obtener a, perpendicular a 47. La rmeve iraza vertical pasa 
por la juevección vertical del prunito P en que el eje encuentia ul 
plano do 


$46. APJICA CIONES 


Hacer que una recta resulte paralela al plano vertical. 

o una recta es paralela al plano vertical su proyección 
horizontal es paralela a EF. Si la recta dada es entonces (73, /.) 
(ig. 2155, basta considerar un eje de rotación vertical, el (e, €, por 
ejemplo, v hacer girar la recta basta que su proyección horizonte! 7, 
resulte paralela a LT. Las uvevas proyecciones de la recta dada 


Y a Y o segmento alii de esta recia, el PA, per elempla, 
aparece en tamaño rcal en P, Al 

Venormos asii morenita para hallar la verdadera 

mitad de ini segmento de recta dado por sus proyecciones (Di 


pa 


¿A hp, 2 


142 D. DI PIETRO. -- GELOMPIRIA DESORIPIO»N 


Ja 


Fic. 220 


2. — Hacer que una recla resulle paralela al plano horizontal. 
En general, una recta es horizorilal si su proyección vertical es 
paralela a la línea de tierra. Se comprende entonces sin dificultad la 


ROTACIONES 143 


representación de la figura 221, en la cual la recta (71, 12) se lia vuello 
e la recta son 7 y rí y un Seg- 
mento cualquiera de olla, PA, por sjomplo, te 
lud PA, 


horizontal. Las nuevas proyecciones d 


ne como verdadera may 


¿bz por ejemplo, su tamaño real es el segmento 418% (fig. 222). 


£ 


Ba 


Fic. 229 


3.--- Hallar la verdadera magnitud de una figura plana por trian- 


gulación. 

Veamos primero un triángulo cualquiera (ABC, ABC 
gura 223). El problema de encontrar su verdadera magnitud ya lo 
hemos resuelto en 3 del parágrafo anterior. En forma nuy simple 
puede Hegarse al mismo resultado usando para cada] 
miento indicado en los números 1 y 2 

Construido el triángulo en ABC (ig. 224 
igual al triángulo del espacio. 


ado el procedi 


2), este triángulo es 
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Tratándose de un polígono 
A puede couseguirse su verdadera 
E nuagnitad dividiéndolo en trián 
gulos y hallando la verdadera 
magnitud de cada uno de ellos. 
El procedimiento de la 
triangulación aplicase en impor 
tantes problemas de desarrollo 
de superícios, 


verdadera 
magnitud 


4.-— Encontrar la verdade 
ra magnitud de una figura cuan 
do se conocen las trazas del pla 
Á + mr o ma al cual pertenece. 

Fic. 271 Trótese, por ejemplo, del 
triángulo (A1B1Cr, A+B-Cu! 
contenido en cl plano de trazas e, y a (lg. 225). 

Meljante una primera rotación se Neva el plano aa la posición 
al == (a, «), perpendicalarmente al plano vertical. El eje utilizado 
pscoma rra o ade te 4 E e Conse del trión 
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Fic. 225 
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gulo son (43B,C;, A38B,€,). Luego se hace una segunda rolación 
utilizando como eje la traza a” hasta que el plano « coincida con el 
plano horizontal. El triángulo aparece según su verdadera maguitud 
en AY BY O? 

1 1: 


5.—En la figura 226 se da la planta y la elevación de un techo. 
Se pide el dibujo en tamaño real de cada falda, así como su pendiente, 
La altura MA de la falda ABC aparece en verdadera magnitud en 
Mz Az. Conocidas la base B,C, y la altura M, Az puede construirse el 
triángulo C2B,A?. 

La pondiente es 


Fic. 226 


Para la falda AZDB observemos que su altura es duda por las pro 
yecciones N, Ar y No Az. Mediante una rotación alrededor de un eju 
perpendicular al plano horizontal se tiene en NA, su verdadera mag- 


po eb 


ROTACIONES 

Generalmente se hace 
CN NN. 

debiéndose tenor entonces 


EN a 


para lo cual basta que B,4;, C14y, ..., sean bisectrices de los ángu 


los Ba, Cr sia 


6. — Determinar el ángulo que forman dos rectas. 
Sean as= (as, as) y b== (by, by) las rectas dadas (fig. 227). 


A A 


7 pr 
EN 


A 
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Mediante una rotación alrededor del eje (es, €2) perpendicular 
al plano horizontal se hace que el plano del ángulo se proyecte verti- 
calmente según el segmento C2B;. Una segunda rotación alrededor 
del eje (e;, €%), que pasa por B; y es perpendicular al plano vertical, 
permite obtener en 4,C7B; la verdadera magnitud del ángulo pedido. 


EJERCICIOS 


66. Dado el triángulo ABC. por sus 
proyecciones, hacer mediante una 
rotación alrededor del eje verti- 
cal que pasa por B, que se pro- 
yecte según un segmento sobre 
el plano vertical de proyección. 


Ejercicio 66 


67. Resnelto el problema anterior, hacer que el triángulo ABC aparezca en ver- 


dadera magnitud. 


68. Dado un plano, hacerlo girar hasta que pase por un punto dado. 


69. Dado el cuadrado ABCD, por sus 
proyecciones, hacer mediante una 


rotación, que su diagonal AU apa- E 
rezca horizontal. y 


EJERCICIO 6% 


CarítuLO IX 


REBATIMIENTOS 


$47. OPERACIONES GENERALES 


1.— Dada una figura F perteneciente a un plano a, se llama 
rebatimiento de F sobre otro plano 6 la posición (F) que adquiere 
la figura F' cuando el plano a gira alrededor de su intersección con f, 
en un sentido u otro, hasta coincidir con el mismo plano f. 

Generalmente se toma f paralelo a uno de los planos de pro- 
yección, y entonces, efectuado el rebatimiento, la figura F aparece 
según su verdadera magnitud en una de sus proyecciones. 

La operación inversa, es decir, la que vuelve la figura rebati- 
da (F) a su posición primitiva F, recibe el nombre de relevamiento. 

2. — Supongamos un plano a determinado, por ejemplo, por dos 
de sus rectas a y b (fig. 228). Mediante una rotación alrededor de 
una de sus horizontales h es posible colocar a paralelo al plano hori- 


Fr. 228 
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zontal de proyección. Habremos rebatido así el plano a sobre el plano 
horizontal f que pasa por A. 

Sea P un punto de a. Deseamos encontrar la posición de P 
cuando a, girando alrededor de %, ha coincidido con f. 

Bajada la perpendicular PQ a la horizontal h, el punto P descri- 
be, al efectuar el rebatimiento, un arco de circunferencia, de radio QP, 
situada en un plano perpendicular a la recta h. Si entonces, desde Q. 
en el plano f, se conduce la perpendicular a h y se toma Q(P) = QP, 
el punto (P) es el rebatimiento de P. Es fácil notar que OP es la 
hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos catetos son: P'P igual 
a la distancia de P al plano $, y OP igual a la distancia entre el pie P” 
de la perpendicular por P al plano f, y Q, centro del arco que describe 
P al rebatirse el plano a. 

3. —Las consideraciones anteriores nos permiten hacer la repre- 
sentación del rebatimiento de P (fig. 229), 


—] 


a A S SS 
ra AI AR 
Me AT | 
ES by 
/ ¡ 


/ ? E 


dia 229 
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Fl arco descripio por Pose proyecia horrsoutalmert sita dato gra 
poudicular por Py a da. Sobre esla perpendicalar debemos ubicar la 
royección horizontal del rebatinúiento de 2. Construvants entornos 
como hiena auxibiar el nársalo re tdarendo nonibrade enel rara 

7 H Ñ A . 
anterior. Lino de sis catetos es QP,, distancia del pie 2 alconto O 
1 
y Wstanicia de e al 
plano $. Ildevado extonees sobre Ja recta PQ, a partir de Q, o) so8 
mento (4%, se obtiene en (PB), la proyección horizontal de la eva 
posición de P, Su proyección vertical es (P)a, 


4.- En forma análoga, mediante nna rotación alrededor de una 
de sus frontales, puede obtenerse el rebatimiento de un plauo so bee 
otro paralelo al plano vertical de proyección. 


$48. RERATIMIENTO SOBRE UNO DE LOS PLANOS DE PROYECCIÓN 


L.-- El rebatimiento de wa figura se hace casi siempre soles 
umo de los planos de proyección. y entonces el eje de rotación no es 
sino la traza 41 0 q del plano a que contiene la figura. 

En la bigura 230 se muestra el rebatimiento de un punto ? del 
plano a cuando éste, girando alrededor desu traza horizontal ui. lego 
a coincidir con el plano 7). 


j 


A S 


MS 


y 
Ft. 230 


de 


Lo mismo que en el caso más general estudiado en el parórafo 
anterior, el punto 2 describe un arco de circunferencia de radio QP 
ituado cn un plano perpendicular a la traza 01. La posición fina) 
ts (P) sobre la normal por Q a ay y a una distancia Q(P), que es deda 
por la hipotenasa del triángulo rectángulo QP/P, cuyos catetos mv 
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P,P, igual a la cota del punto £, y QPs, igual a la distancia de la 
proyección horizontal Py a la traza horizontal ay del plano o. 

Estamos en condiciones, así, de dibujar la figura descriptiva del 
rebatimiento de P. 


S 


Fic. 23 


1 


Conducida por P, la perpendicular p a «as, designado con Q el 
punto de intersección de esta perpendicular con as y construido el 
triángulo rectángulo que tiene como catetos los segmentos PQ y 
P,R = P,Po (fig. 231), el rebatimiento (P) del punto P se encueníza 
sobre p a una distancia de «y igual a la bipotenusa OR del triángulo 
rectángulo construido, 

El rebatimiento sobre el plano 1 puede ser obtenido también 
girando a en sentido contrario al del caso anterior. La representación 
que resulta es entonces la indicada en la figura 232, 


2.—En la figura 233 se ha hecho, en cambio, el rebatimiento 
del punto P= (P,, P,) sobre el plano vertical girando alrededor de 0%. 


REBATIMIENTOS 


po 
Fic. 233 4 AN 


183 
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3.—Dada una recta re=(r,, r2) (fig.234) de un plan» 
as= (as, az), es fácil encontrar su rebatimiento (r) sobre uno de 
los planos de proyección, el horizontal, por ejemplo. Basta aplicar 
a dos cualesquiera de sus puntos el procedimiento indicado en 1. 
Para simplificar podemos. observar que durante el rebatimiento la 
traza By de la recta queda fija, y entonces el rebatimiento de r se 
obtiene en seguida uniendo A, con el rebatimiento (P) de un punto 
arbitrario P de la recta dada. 


Fic. 234 


En vez del punto arbitrario P de r puede elegirse su traza ver- 
tical, Es lo que se ha hecho en la figura 2 235, El segmento A,(V) 
as la verdadera magnitud del segmento HV del espacio. 


(a, 02) (fig. 236). Queremos rebatirlo 
sobre el plano horizontal determinando la nueva posición de su traza 
vertical. 
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AJ efectuar el rebatimiento alrededor de ay el jqunito O 16 se 
mueve. Para hallar el rebatimiento de es basta entences considerar 
otro cualquiera de sus puntos, el (Py, P.), por ejemplo. Su rebati- 
muento (s (P). Uniendo O y (2) se tiene el rebatimiento (a) de la 
traza as. En cuanlo a la traza as, su posición no ha variado, 


Vo 


Fig. 235 


Se tiene así en el ángulo de lados (az) y as el rebatimiento de 
la porción de plano « comprendida entre sus dos trazas. 
En la figura 237 se ha rebatido a sobre el plano vertical. 


0(P), se comprende la construcción indicada en la figura 238, que da 
ml forma simplificada el rebatimiento del plano a sobre el x;. 


5.— Si se observa (fig. 236) que la distancia OP, es igual a 
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Fic. 236 


Eso. 237 E 
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Gon sente en Roo radio DP se ha cortado ea 02) da perpern 
dicular por Py a la traza 

6. -- Dados un plano yu mediante sus trazas 01 y al y una de sus 
horizontales hs (/1, ha), es fácil rebatir esta recta sobre el plano xa 
de proyección. 


FIG. 238 


Hallado el rebalimiento (YO de la traza vertical Mie, 239) re 
mlta on seguida (a), La paralela por (10 a la traza os 


y da el rebs 
timiento (2) de la horizontal considerada. 


149. RELEVAMIENTO DE UN PLANO 

1. —- Conocidas las dos trazas de 1m plano rebatido sobre el plano 
41, relevar ese plano, determinando la traza vertical, 

Trátese del plano rebatido |a,, (a2)] (fig. 240). 


Para volver a encontrar as basta rehacer en orden inverso las 
»peraciones indicadas en los números 4 y 5 del parágralu anterior, 
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Siguiendo las operaciones del número 4 se procede asi: 

1% Se traza por un punto cualquiera (P) de (as) la perpen- 
dicular a la traza horizontal as. Se marcan los puntos Q y P, en que 
esa perpendicular encuentra a; y LT, 

2% Se construye el triángulo rectángulo RPQ, del cual cono 
cemos el cateto P,Q y la hipotenusa QR = Q(P). 


FiG. 239 


3* Sobre la perpendicular por P, a LT se marca P, tomando 
PP, = PR 

4% Se une P» con O. 

Siguiendo el procedimiento indicado en cl número 5 se procede, 
en cambio, así: 

19 Se traza (fig. 241) desde (P) la perpendicular a la traza «y 
y se marca el punto P, sobre ET. 

2% Se levanta por P, la perpendicular a LT. 

3* Con centro en O y radio O(P) se describe un arco hasta 


Fic. 240 í / Po 


Fic. 241 


Pe 
í 
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determinar el punto P» sobre la perpendicular levantada por P,. 
4% Se une Pz con O, 


2.—Sea un punto (P) de un plano rebatido. Se desea hacer 
su relevamiento, es decir, hallar sus proyecciones P, y Pz. 

Sean a la traza horizontal del plano y (a») el rebatimiento 
de la traza ús (fig. 242). La proyección horizontal del punto estará 
sobre la perpendicular por (P) a la traza «1. Por otra parte, el 
punto (R), intersección de esta perpendicular y de (as), es el reba- 


Fic. 242 


hallar fácilmente. Basta construir el triángulo rectángulo SR,Q,, del 
cual conocemos el cateto Q¿R, y la hipotenusa Q,S = Q,(R). Llevado 
sobre la perpendicular por *R, a LT el segmento RIR.=RS se tic 
nen las dos provecciones del punto R de la traza vertical dz. 


timiento de un punto de la traza «as, cuyas proyecciones podemos 


REBATIMIENTOS 161 


Considerada Ja recta cuyo rebatimiento es (P)(R) es fácil de- 
terminar P, primero y (, después, Si se desea, puede completarse la 
representación haciendo pasar por Rs la traza 0%. 


3.-—- Más comúnmente se emplea otro procedimiento para relevar 
puntos de un plano rebatido. 

Trátese del plano rebatido en as, (a) (fig. 243). Queremos rele- 
var los puntos A, B y C del piano conociendo los rebatimientos (4), 
(B) y (0). 


Fic. 243 


Para hallar las proyecciones de 4, B y C se consideran las 
horizontales correspondientes. Sus rebatimientos sen paralelas a a: 
por (A), (B) y (C); sus proyecciones se obtienen fácilmente rele- 
nido sus trazas verticales. Llevando después desde (4), (B) y (C) 
perpendiculares a la traza as se determinan As, B, y C,. Lineas de 
inferencia fijan luego As, Ba y Co. 


Puede completarse la representación trazando as. 
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850. REBATIMIENTO DE UN PLANO PERPENDICUJAR A UNO DE 


LOS PLANOS DE PROYECCION 


1. —El rebatimiento de puntos y rectas de un plano se simplifica 
cuando éste es perpendicular a uno de los planos de proyección. 


La figura 244 
muestra la nueva 
posición de un pun- 
to cuando es rebati- 
do sobre x, el plano 
vertical a al cual 
pertenece. 

El eje de rota- 
ción es dy y P se si- 
túa en (P), sobre la 
perpendicular a as 
por P, y a una dis- 
tancia P,(P) igual 
a la cota PP del 
punto, 

La representa- 
ción está dada por 
la figura 245. 


Fic. 245 
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2.— ia fienra 246 da, en cambio, el rebatimiento del mismo 
plano anterior sobre el plano e de proyección. 
El eje de rotación es «9, siendo (P) la nueva posición del punto P. 


3.-—— Sabiendo hallar el rebatimiento de un punto se está en con- 
diciones de construir el rebalimiento de una figura de un plano. 


¡0 


NA 
il 
y 
¡ Nor, 


lo. 216 


En la figura 247 se ha hecho el rebatimiento del cuadrilátero 
ABCD, perteneciente a un plano perpendicular al plano horizontal. 
Sobre x, se obtuvo (AJ(UBD(CID); sobre me. (A BI(O (DJ. 
Ambas figuras dan la verdadera magnitud del cuadrilátero ABCD 
del espacio. 


4.—La figura 248 da el rebatimiento sobre cada uno de los 
planos de proyección de un cuadrilátero colocado en un plano perpen- 
dicular al plano vertical. 

Los dos rebatimientos dan, como en el número anterior, las ver- 
dnderas dimensiones del cuadrilátero, 


$51. RELEVAMIENTO DE UN PLANO PERPENDICULAR A UNO DE 
LOS PLANOS DE PROYECCION 


1. — Dada una figura cualquiera de un plano perpendicular a 
uno de los planos de proyección. hemos visto en el parágrafo prece- 
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dente cómo se obtiene su rebatimiento sobre el plano 1 o sobre el 
plano 12. 

-El problema inverso, que ahora consideraremos, consiste en en- 
contrar las proyecciones de una figura de un plano perpendicular a 


Fic. 247 


uno de los de proyección cuando se conoce el rebatimiento de la figura 
sobre el plano m1, o sobre el 12. 


2. — Supongamos que se ha rebatido un plano vertical a sobre 
el plano horizontal. Sea (P) un punto cualquiera de a (fig. 249). 
Queremos volver a encontrar la posición inicial del punto £. 

Basta volver a ejecutar las mismas construcciones indicadas en 
a as da P,; luego, la perpendicular por P, a ET permite fijar P¿ a una 
distancia P,P. de LT, igual a P,(P). . 
1 del $50, pero en orden inverso; es decir, por (P) la perpendicular 
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3. — Como aplicación consideremos el problema siguiente: dado 
un plano perpendicular al plano vertical, construir las proyecciones 
de una circunferencia contenida en ese plano conociendo el centro 
y el radio. 

Sean (fig. 250) (01, 0%) el plano, r el radio y (O1, Oz) el centro. 


Frc. 250 


Recordemos antes que la proyección de una circunferencia sobre 
un plano es una elipse cuyo eje mayor es la proyección del diámetro 
de la circunferencia paralelo al plano de proyección y cuyo eje menor 
es la proyección del diámetro perpendicular al primero, 

Consideremos entonces como rebatido sobre 12 el plano dado «. 
El centro O estará en (O) y la circunferencia de radio r aparecerá en 
verdadera magnitud, 

Hagamos ahora el relevamiento. 
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La proyección vertical de la circunferencia es el segmento Ca De 
de la traza az, igual al diámetro de la circunferencia. 

El diámetro (4)(B) se proyecta horizontalmente en AsBa, en 
tamaño real. Da el eje mayor de la elipse. 

El diámetro (€) (19), perpendicular al anterior, da el eje menor 
C+D, de la elipse. 

Un punto cualquiera (P) de la circunferencia rebatida tiene sus 
proyecciones en P, y Po. 


$52. APLICACIONES 


1. — Encontrar la verdadera magnitud de un segmento de recta 
dado por las proyecciones de sus extremos (fig. 251). 


TT 


(Ny 
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Tallada la traza horizontal (17,, H,) de la recta que contiene el 
swigmento se hace pasar por ella la traza horizontal as de un plano 
rualquiera que contiene al segmento. Hecho el rebatimiento sobre el 
plano horizontal se obtiene (4) (B), verdadera magnitud del segmen- 
to considerado. 
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2. — Tratándose de un segmento «aislado puede hallarse su vir 
dadera magnitud mediante un procedimiento más simple. Consixio en 
rebatir el segmento haciéndolo girar alrededor de una de las trazas 
de uno de sus planos proyectantes. 


Fic. 252 


Si entonces se rebate sobre: el plano horizontal (fig. 252), basta 


construir sobre 4,2, el trapecio 44B, (B)(4). 
Si se rebate sobre el plano vertical, basta construir, en cambio, 


sobre A3fa (fig. 253) el trapecio A2B2 (B) (A). 


FIG. 253 
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2 Rebaliram triámgulo dado por sus proyeccion. tio ds 

Sea (AO. MBA do idad, Se determina da £ 17. a; 
del plano que lo contiene, para lo cual basta unir las trazas horizon- 
tales de dos lados del triángnlo. Los tros vértices pueden ser rebatidos 
entonces sucesivamente empleando el método general indicado en 1, 
es decir, construyendo para cada uno el conocido triángulo rectángulo. 
En la figura procedimos así solamente para el vértice C. Para el 
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uuto.4 hemos pensado, como ya lo hicióramos en 3, $48, que, como 
traza 17, no se mueve durante la rotación alrededor de 11, el rebati 
miento de la recta AC se obtendrá uriendo H, con (C), y como el 
jimto A debe situarse sobre la perpendicular trazada por 4; a la traza 
41, la intersección (A) de esta perpendicular y de la recta H,(C) da el 
batimiento de A. En forma análoga se ha procedido para el punto B. 
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4. — Rebatido un plano cualquiera, hallar la posición de uma 
figura contenida en él. 

Sean («1, a2) el plano y el cuadrilátero (A1B1C¡D;, Asi» "Do 
la figura. Queremos rebatir sobre el plano horizontal, por ejemplo. 
El eje de rotación será la traza 01 (fig. 255). El rebatimiento de la 
figura ABCD puede ser obtenido, naturalmente, empleando e] método 
general, o bien como en el ejercicio anterior, En la figura el punto 
(A) fué hallado considerando la horizontal (V,41, V242) del plano «a. 


Frio. 235 


Esta recta se sitúa, una vez hecho el rebatimiento, según la 
paralela por (V) a la traza ay. Su intersección con la perpendicala 
por 41 al eje de rotación fija el rebatimiento (A) del vértice 4. ln 
igual forma podría procederse para los demás vértices. No lo hicin" 
así en la figura. Hemos utilizado el método seguido en el ejercion 
anterior. Así, para el punto D hemos unido la traza horizontal de la 
recta AD con (4). y entonces la perpendicular por D, al coje ay deter 
minó (D). 
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La figura (A)M(B)(C)(D) da la verdadera magnitud del cuadri- 
látero considerado, 


5. — Hallar la verdadera magnitud de la sección producida en un 
prisma recto por un plano cualquiera (fig. 256). 
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Se determinan primero las proyecciones de la sección. La hori- 
mttal A,B,C,D, coincide evidentemente con la proyección horizontal 
lnl prisma. La proyección vertical se obtiene aplicando el procedi- 
“.llÚmto indicado en 12, $30. Se hace después el rebatimiento. 


6. — Hallar la verdadera magnitud de cada una de las faldas 
lal techo cuya planta y elevación se dan en la figura 257. 
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Rebatiremos cada falda sobre el plano horizontal ECEF. El reba- 
timiento de la falda ABC se obtiene haciéndola girar alrededor de B1€,. 


Como la altura MA del triángulo ABC aparece según su verdadero 
magnitud en M24s, basta llevar este segmento en Mi(A). 
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Para la falda BADF se ha hecho el rebatimiento del punto /? 
utilizando como eje de rotación F'1Bi. 


7. — Hallar la distancia de un 
p punto a un plano. 

Sea un plano a y un punto /' 
situado fuera de él (fig. 258). 

Si desde P conducimos la pe 
pendicular al plano y Q es el pr 
de esta perpendicular, QP será lo 
distancia del punto al plano. 

Supongamos entonces un pla 
no dado por dos rectas paralelas » 
y b (fig. 259) y un punto exteri 
P. Empleando el procedimiento in 
dicado en 2, $35, tracemos del 

Fic. 258 P la perpendicular p al plano : 
determinemos su pie 
El segmento QP= (Q;Ps, Q.P.) es la distancia pedida. Pi 
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Fic. 259 


hallar su verdadera magnitud basta rebatir girando alrededor de QP,. 
En la figura 260 ha sido resuelto el mismo problema para un 
pluno a dado mediante sus trazas. 


8. — Hallar la verdadera magnitud del ángulo formado por dos 
ractas, 
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Se rebate el plano del ángulo alrededor de una de sus trazas. la 
horizontal, por ejemplo. En las figuras 261 y 262 se dan las solu- 
ciones espacial y descriptiva. 


Fic. 260 


Las rectas dadas son rez (r,, 14) y s== (si, $2); Sus trazas hori 
zontales són (Ri. Re) y (St, So). Al rebatir alrededor de la traza ? 
los puntos Ri y S, no se mueven; el punto (Or, O») es rebatido en: 
pleando el método general. El ávgulo Ri(0)5, es el ángulo pedido 


9. — Hallar la verdadera magnitud del áugulo formado por de: 
planos cualesquiera. 
Se sabe que si se corta un diedro mediante un plano perpendion 
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lar a la arista, se obtiene un ángulo plano (sección normab), cuya 
medida es la medida del diedro. Se sabe también que los lados del 
ángulo son perpendiculares a la arista del diedro. 

Sean entonces a y B los planos dados y MN su intersección 
(fig. 263). Cortemos el diedro formado, mediante el plano y, per- 
pendicular a MN. 


Fic. 263 


La traza horizontal y, del plano sector es perpendicular a la 
proyección horizontal M,N, de MN (2 del $ 35), y las intersecciones 
VA y VB de y con a y $ forman el ángulo pedido. Por otra parte, el 
segmento CV es perpendicular a la recta MN y también a la base AB 
del triángulo AVB. En efecto, como MN es perpendicular al plano 
del triángulo AVB, lo es a CV, y como AB es perpendicular a MN, 
lo es al plano proyectante NN,M y, en consecuencia, a CV. El seg 
mento CV resulta, de acuerdo con el último resultado, altura del 
triángulo AVB. 

Veamos ahora cómo se procede en la figura descriptiva para 
hallar el ángulo pedido. 

Los planos dados son (fig. 264): (as, a2) y (Br, Ba). 

La proyección horizontal de la intersección, única utilizada, es 
MN. La traza horizontal del plano perpendicular a esta recta es y 
perpendicular a M¿N,. Los vértices en la base del triángulo AVB son 
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Ay 6: Desconoceros el tercer vórtice, al que llamaremos mM. 
batido el telángulo Na, M, del espacio : resulta el tr tángulo MEA 1, 
y entonces la posición del segmento CV de la figura espacial será 


CV)" perpendicular a (WN)AZ,. Se tiene así la verdadera magnitud 
de la altura del triángulo AVB, cuyo rebatimiento sobre el plano 
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horizontal, girando alrededor de y,, es ahora posible. Basta llevar 


el segmento C,(V)Y en CY). El ángulo 0 da entonces la verda 
dera “magnitud del ángulo que forman dos planos a y $. 


10. — Hallar el ángulo que forman dos faldas de un techo 
(ig. 265). 

Las faldas consideradas son QMN y PMN. Su intersección es 
el segmento MN. Tracemos la recta Yi perpendicular a MN. Re. 
batido N en (NW) se obtiene en M;(N) la verdadera magnitud de 
ln intersección MN de los dos planos. Tracemos ahora desde Cr la 
wrpendicular a M,(N) y marquemos Cx(V) == C,(Vy”. El ángulo 
mscado es AJ(V)B,. 
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11.—En la aplicación anterior el ángulo considerado es sa- 
liente (lima tesa). Determinaremos ahora la verdadera maguitud 
del ángulo entrante (lima hoya) que forman dos faldas de un techo 
(figs. 266 y 267). 


] 


elevación 


Qs 


Fic. 265 


El procedimiento empleado es igual al del caso anterior. con la 
única diferencia de considerar el plano horizontal de las cumbrera: 
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EJERCICIOS 


t T . 
70. A partir del pumto P, llevar sobre la rec- 
ta a33 (a, .ey) un segmento de 2 cm 


Esykrcicio 76 


71. Hallar la distania entre dos rectas paralelas. 


72. Encontrar el rebatimiento sobre el plano vertical de un peligro siteana 
en un plano dado. 


73. Representar un cuadrado de 3cm de lado, situado en el plano 27- (d,.04,) 
1 27 
sabiendo que tiene des de sus vértices sobre la renta 02 (aye) del plena 


E 


NS 


JS 


E ImmicIo 13 


74. Dada una recta r3l (r, .r3) trazarle una paralela a 3cm de distancia. 


75. Rebatir sobre el plano horizontal una frontal de un plano dado 
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76. Encontrar las proyecciones de 
la circunferencia inscripta en el 
triángulo indicado en la figura. 


EJERCICIO 78 


77. Determinar el ángulo que fomon dos rectas concurrentes, 


78. Determinar el ángulo que forman los planos ABD y ACD. 


Da 


A, 


Espruicio 78 
10. Hallar la distancia entre dos planos paralelos. 


AD. A una distancia dada d conducir un pleno paralelo a un plano dado. 


PSPO SEIN==S 
(> 
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POLIEDROS 


853. DEFINICIONES 


1. — Recordemos algunas nociones de Geometría Elemental. Se 
dice que dos polígonos son consecutivos cuando tienen un lado común 
y no pertenecen a un mismo plano, 

Llámase superficie poliédrica aquella que está formada por varlos 
polígonos consecutivos. Estos son las caras de la superficie. 

Los vértices y los lados de las caras se denominan vértices y 
aristas de la superficie poliédrica. Los diedros comprendidos exúre lo 
planos de dos caras consecutivas son los diedros de la superficie po 
liédrica. 

Una superficie poliédrica se dice convexa si, con respecto al plano 
de cada una de sus caras, ella yace toda de un rismo lado. En caso 
contrario es cóncava. En los cursos de Geometría Elemental se estu 
dian solamente las superficics poliédricas convexas, 

Si en una superficie poliédrica existe alguna arista que no ses 
común a dos caras, la superficie es llamada abierta; en caso contrario 
es cerrada. 

Una superficie poliédrica cerrada divide el espacio eu dos partes 
una limitada, encerrada por la superficie; la otra ilimitada. 

Se da el nombre de poliedro a la parte del espacio encerrada po 
una superficie poliédrica (cerrada). 

Un poliedro se dice tetraedro, pentaedro, exaedro, ..., según que 
el número de sus caras sea 4, 5, 6, ... 

Indicando con c, v y a, respectivamente, los números de cara. 
vértices y aristas de un poliedro, se demuestra (teorema de Euler) que 


a cruo=a+2. 


La superficie de un poliedro puede recortarsc a lo largo de varto 
aristas. de modo que al extenderlo sobre un plano no se superpongin 
dos porciones de dicha superficie. 

Una recta encuentra la superficie de un poliedro convexo, a lu 
más. en dos puntos. 


2. —Entre los poliedros, se estudian en la Geometría Element 
el prisma, la pirámide y los poliedros regulares. 

El prisma es un diedro que tiene dos caras iguales y paraleli" 
llamadas bases; las otras caras (caras laterales) son paralelogramo" 
Las bases son poligonos cualesquiera. 
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La distancia entre loz planos de las hisaa 
del prisma. 

Un prisma es recto si las caras laterales sum perpendiculares a las 
hases; en caso contrario es oblicuo (fig. 268). 


prisma recto rectangular prisma oblicuo exagonal 
Frio. 268 


En el prisma recto las caras laterales son rectángulos y la altura 
es igual a una cualquiera de las aristas laterales, 


Un prisma es triangular si sus bases son triángulos; cuadrangular 
al las bases son cuadrungulos, etc. 


El paralelepipedo es un prisma cuyas bases (y caras paralelas) son 
juralelogramos. El cubo es un caso particular del paralelepípedo. 


piramide recta rectangular pirámide oblicua exagonal 


Frio. 269 
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3.—La pirámide es el poliedro que tiene como una de sus caras 
un polígono cualquiera llamado buse; las otras caras sen triángulo: 
que tienen un vértice común llamado vértice de la pirámide (fig. 269). 

La distancia del vértice al plano de la base es la altura de la 
pirámide. 

Una pirámide es recta (e impropiamente regular) cuando la base 
es un polígono regular y el vértice se encuentra sobre la normal a 
la base por su centro. 


4.—Los poliedros regulares son sólidos en los cuales las caras 
son polígonos regulares iguales y todos los ángulos diedros son tam- 
bién iguales. 

De la misma definición resulta que los poliedros regulares no 
pueden ser muchos. En total son cinco (fig. 270). 

El nombre de cada uno deriva del número de caras que posee: 


bs < 


Fetraedro AD octuedro 


cubo O exaedro 


ES 


dodecaedro icosaedro 
Fic. 270 
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el tetiacdro hiene cuatra caras, cada vna es 0 tó palo ogeldóte 
el cubo o exaedro ene sete cias cuadradas; el octuedro ene Como 
caras ocho triángulos equiláteros; el dodecaedro ese romo caras dec 
pentágonos; el icosaedro tiene como caras veinte iriángulos equiáteros 

Exceptuado el cubo, los otros poliedros regulares son de escasa 
importancia práctica para el técnico riecánico y constructor. “Pienen, 
en cambio, singular importancia en el estudio de la cristalografía. 


54. REPRESENTACIÓN DE POLIEDROS 


1. --—La representación de un poliedro cualquiera se obtiene cons 
truyendo las proyecciones de sus distintos vértices y aristas, 

Tratándose de poliedros convexos es claro que, imaginado un 
observador en el primer diedro y a uma distancia infinita del plano 
Ty, mirando en la dirección de las proyectantes normales a xn, verá 
que algunas aristas del poliedro dividen Ja parte visible de éste de la 
invisible. formando un polígono plado o alabeado que constituye el 
contorno aparente con respecto a 3 del poliedro dado. La proyección 
inbre 1, de este polígono es el contorno aparente del poliedro sobre el 
plano borizortat. Fl onvuelve toda la proyección horizontal del polie- 
dro cli 071 


Fic. 271 
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Del mismo modo. imagivado el observador delante del plano a, 
y a una distancia infinita, mirando en la dirección de las proyectasten 
normales a 3, verá también como límite del poliedro un cierto po 
lígono plano o alabeado, contorno aparente con respecto a Ty, cuyu 
proyección sobre 2 es el contorno «aparente, sobre el plano vertical, 
del poliedro dado. 


2. — Para distinguir en la representación las aristas visibles de 
las invisibles tendremos cm cuenta las reglas siguientes: 
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0) Sobre cada hana de proyvceoción: el cubra rd es ende 


ramente bisible y no se puede pasear dera preto sibheacoira irovisible 
sin pusar por el contorno OUrende 

db) Las aristas que concurren aun mismo vértico tierno al con- 
torno aparente son todas visibles o todas invisibles. 

cr) Si dos aristas se cruzan en el interior del contorno aparente 
sobre uno de los planos de proyección sino que seocorten en el espacio, 
una es visible, otra invisible. 

En efecto, la recta proyertante del punto de intersección corta la 
superficie del poliedro en dos puntos pertenecientes a las dos aristas 
ennsideradas, y uno solo de ellos es visible: el de mayor cota si se 
trata de proyecciones horizontales, el de mayor alejamiento si se 
lrata de proyecciones verticales. Es éste el ertterio ya aplicado en 2 de 


$31 y 2 de $ 32, 


2. La figura 272 da la representación de un lelraedro, Econ 
torno apareyle sobre el plano horizontal es ACV sobre a pao 
vertical es A0ViBol». 

De das dos aristas Cuvas proyecciones VIB, y AJO) ce cota 
dentro del contorao aparente subre el plano horizontal, wa oca 
visible, otra invisible. Y como la proyectante que delermitra P, en- 


—— e 


centra primero A/C y después VoB», la proyección A+”, será in- 


visible y la 1,4, visible, 
En lorma auáloga, de las dos aristas AB y VC, cuyas proyeccio- 
nes verticales se encuentran dentro del contorno aparente respectivo en 


Mo, es visible sobre el plano 1. la proyección VoCs e invisible la A2B». 


$55. SECCIONES PLANAS DE SOLIDOS 


1. - Imaguiemos un sólido cualquiera, Colocado sobre el plario 
horizontal (fig. 273), cortémoslo con una sierra mantenida constante- 


Fra. 273 
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roente en su plano; el corte hecho constituye una sección plana del 
sólido. 

El plano que pasa por el corte, plano de la sierra, es el plano 
secante que determina la sección. 

La línea mixta del corte puede, naturalmente, ser proyectada 
sobre cada uno de los planos de proyección. En este caso particular su 
proyección horizontal está sobre la traza del plano secante; la vertical 
es dada, en cambio, por una línea mixta que limita la sección pro- 
ducida. 


2. —En dibujos arquitectónicos, en dibujos de muebles, de ele 
mentos de máquinas u otros es necesario recurrir frecuentemente a 
secciones planas con el objeto de ver ciertos detalles o perfiles o la 
disposición interna de las partes del cuerpo representado, y que, de 
otro modo, no serían visibles. 


3.--Si el plano secante tiene nua posición cualquiera con res 
pecto a los planos de proyección, la sección será, es claro, siempre 
plana, pero sus proyecciones ya no darán la verdadera magrútud del 
corte. Para obtenerla será nevesaro recurrir a cambios de planos de 
proyección, rotaciones o rebatimientos. De cualquier oda se com 
prende que en todos los casos los sólidos a seccionar deben ser colo 
cados, con .respecto a los planos de proyección, en pta que 
exijan la menor cantidad posible de construcciones auxibares Aci el 
arquitecto dibujará, la fachada de un edificio paralelamente al plano 
vertical y el mecánico colocará la pieza de una máquina con una de 
sus caras, o si.es posible dos, paralela a los planos de proyección. de 
modo que resulte fácil la obtención de las medidas reales. 


4.—-En capítulos anteriores, incidentalmente, hemos represen 
tado algunas secciones sencillas de sólidos. Estudiaromos ahora en 
forma más completa, cuanto concierne a esta importante aplicación 
de la Geometría Descriptiva, prescindiendo, empero, de aquellos casos 
que no tienen una real importancia práctica para técnicos y dibujante”. 

Para construir las proyecciones de la sección producida en 11 
poliedro por un plano a puede pensarse: 

1% Que los vértices de la sección son los puntos de intersección 
de las aristas del poliedro con el plano a. 

2 Que los lados de la sección son las intersecciones de las cara 
del poliedro con el plano a, 

Resultan así dos procedimientos que nos vuelven a conducir a lo 
prublemas conocidos de intersección de una recta y un plano o inte: 
sección de dos planos. 

Si u es perpendicular a uno de los planos de proyección, la sección 
es entes: como veremos pronto, con toda facilidad. Si a no es pe: 

eerdyo alar «+ ninguno de los planos de proyección, se puede cambin 
uru dle 5 tos de mudo que resulte perpendicular al plano a; se open 
desiuess como en el caso anterior. 
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$356. INTERSECCION DE UNA RECUA y 1 MX POLIEDRO 


1. -— Cuando una recta r atraviesa un poliedro encuentra la super- 
ficie poliédrica correspondiente en dos puntos. Para determinardos se 
hace pasar por la recta 7 
un plano cualquiera a 
(fig. 274) y se halla la 
intersección de « con la 
superficie poliédrica. Los 
puntos P y Q, comunes a 
la intersección hallada y 
a la recta r, son los pun- 
tos pedidos. 

Es éste el método 
peneral 


2 Yn dos casos 
prácticos particulares es 
conveniente elegir el pla- 
no a de mado que la sec 
dón pueda ser obtenida 
con facilidad. Eu gone 
ral, se elige el plano que 
proyecta horizontalmente 
v verticalmente la recta Flc. 274 
lada (lig.275). En el 
taso del prisma se emplea también el plano determinado por 7 y pur 
la paralela por un punto de r a las aristos del prisma. En el caso de 
la pirároide úsase a menudo el plano individualizado por la recta £ 
y el vérlica del sólido. 


Pano que proyecta ho- 
riontalmente lá recta 


y Flc. 2754 
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$57. DEFINICIONES Y PROPIEDADES 
1. — Dados dos segmentos orientados de una mistna recta, AC y 


CB, la razón 


será positiva o negativa según que (osea interior o exterior al sex 
mento AB (fig. 276). 


A í A BC 


A dl 


a Ja. dE 


Er. 276 


Bl 
Si el punto C recorre toda la recta AB, la razón == varia cos 
CB 
tantemente, pasando por todos los valores comprendidos entre -- % 


y + o. 
2. — Si sobre la recta AB (fig. 277) se toma un punto € tal que 


y otro punto D tal que 
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el comente de estas de. raror 
AC AD 
cr DA 


recibe el nombre de ruzón doble u anarmónicea de los cuatro puntos 


ÁL C,D. Se indica asi: 
(ABC). 


3. — Sean en un plano a punto fio O vo una recta fax 6 


ura 278). A cada punto arbitrario A del plano hagamos corresponder 
/ | T 


X 


IN 


atro punto 4” situado sobre Ja recta OA, y de tal mudo que si M es 
al punto de intersección de OA con x, la razón anarmónic. JAMAS 
wa una constante £. 

Esta correspondencia entre puntos del plano se Mama homeloria 
mara; el punto O es el centro de homología y la recta zos el eje do 
homología, puntos tales como A y 4' se Harán homólogos. 

Cuando el punto A describe una figura (£) el punto 47 describe 
wa figura (F); se dice que (2) y (2) sou figuras homológicas. 


4. — Sea Ñ un punto cualquiera de 2: Ls recta hosnóteea de NA 
mw NA”. En efecto, se demuestra que cuando cuatro rayos. tales como 
NO, NA, NM, NA', que pasan por un punto /V, cortan una recta 
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cualquiera, OA, por ejemplo, en cuatro puntos, O, 4, M, A', la razón 
anarmónica de los cuatro rayos (*) es igual a la de los cuatro puntos. 


5, 


Fic. 279 


Entonces, si B' es el punto de intersección de OB con NA, se 
tendrá 
(OBPB') = (OAMA), 
es decir, 
(OBPB") = k, 
y el punto B' será por definición el homólogo de B. 


(o) Razón anarmónica de cuatro rayos a, b, e, d que se cortan en un punto o 
ecorlrariente ; Le 
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Y aio para otros puntos: E y Oh y lo, e 

Se ve que si dos figuras son hiorológicas. se verifica: 

1% A cada punto y cada recta de una de ellas correspormden ua 
punto y una recta de la otra. 

2* Las rectas que unen pares de puntos homólogos pasan por 
un mismo punto, que es el centro de homología, 


3% Dos rectas (o dos curvas) homólogas se cortan sobre una 
recta Hija, que es el eje de homología. 


5. — Resulta entonces que si se conocen (3,0 y x y un par de 
puntos homólogos, como Á y A”, por ejemplo, es fácil determinar todos 
los demás elementos de (FE. pues si Bes un punto cualquiera de (PH), 
se tendrá su homólogo 2” en la intersección de NA' con el rayo de 
homologia OB. 


6. Hallemos, por ejesaplo, La úgura homológica del cuadrilatero 
ABOD. siendo O el centro de homología, x el eje y A' el homólogo del 
ben A (a o: 

Eibomólexo de B debe estes sobre la recta OB. Por otra parte. 
Si Pes et punto de encuentro de la recta AB con el eje x, por P debe 
pasar también la recta que mue 4 con el punto buscado P'. Este 
estara culonte. oa de inlez ccción de OB con A'P. Para hallar € he 
mos ablizado la homología ya encontrada de los puntos B y B'; 
trazado el rayo de homoligía OC. el punto C' es la intersección de 
este rayo con la recta QB Y así los demás. El cuadrilátero 4'B'CD' 
esla bignra homuolónica de ABOL E 


258. PROYECCIONES SOBKE UX PLANO DE LOS PUNTOS DE 
INCTERSECCION DE UN Hi DE RECTAS CON DOS PLANOS 
CPALDESQUIERA 


to De un haz de rectas que pasar por el punto O (fig. 280: 
considercaros dos cualesquiera, las rectas «y b, por ejemplo, 

Consideremos, además. dos pdas socantes, a y By un plato de 
proyección, 3%. 

Dlarnemos (2%) el conjunto de puntos determinados al cortar €! 
haz mediante el plano a y (1) ed deierminado «al cortarlo mediante 
el plano B. Y Hormemos AE da proyección de 01) sobre zu y ji 
de (4%) también sobre 1. 

Las rectas a y db proporcionan dee punto. A y B, de (Es, y dos 
puntos, Aly BP de (4). Las proyecuone: A, y Aj de A y A” estarán 
xobre la proyección a de «; las B 3 8 de R y P estarán sobre Ji 
proyección b, de b. 

Las rectas AB y AB? son coplanaro concurren. pues, a un punto 
P de la intersección x de los planos u y P. en los cuales están situadas. 

La proyección P, de P estará entonces en la proyección x, de z, 
y a ese punto Py concurren las proyecciones Aj, y AGÍ”. 
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Se ve así que dos puntos correspondientes como A, y 4 o B: 

, : ES, : 
y Bi de las figuras (Fi) y (Y), están sobre rectas que concurren 
2 un punto fijo O,, y dos rectas correspondientes de ambus figuras 
concurren a un punto de la recta 11. 

Las figuras (F1) y (F/) son, pues, homológicas. 


Fic. 280 


EJ centro de homología es la proyección del vértice del haz y el 
eje de homología es la proyección de la intersección de los dos planos 
secantes (*). 


(y Para estar dentro de las caracteristicas de este libro, hemos supuesto o: 
togonal la proyección sobre el plano 1. El mismo teorema puede ser demostrado 
para un centro de proyección situado a distancia finita. 
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“1. 


Zo Resvlla entoLeos quel consideramae. Los rectas del haz og 
aristas de tua pirámide, lie liguras (E) y 31%; se vuelven de sec 
ciones planas de la pirámide. 

En consecuencia: 


19 Las proyecciones sobre un plano de dos secciones planas de 
una pirámide son homológicas, Yi centro de homología es la 
proyección del vórtico de la pirámide: el eje de homología es 
la proyección de la imtersccción de los dos planos secantes. 


V 


Uno de los planos secante puede ser uno de los planos 
de proyección; se tendría aciomia relación de homología entre 
la proyección de una sección cuelquiera y la traza sobre ese 
plano de proyección de la superficic de la pirámide. Es lo 
que ocurre en la figura 281. 


Las figuras ABC” (proyección de una sección) y AiBiCa 
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(traza) son bomológicas. El punto V, es el centre de homologia; la 
traza as del plano a es el eje de homología. 

La figura 282 da la representación de las figuras 41B,€, y 
ABC; 


29 Las proyecciones sobre un plano de dos secciones planas de 
una superficie cónica son figuras homológtcas. El convo de 
homología es la proyección del vértice del cono: el eje de ho 
mología es la proyección de la intersección de los dos planos 
secan es. 


Fic. 282 


Como en el caso de la pirámide, uno de los plano 
secantes puede ser el propio plano de proyección. Serán, en 
consecuencia, figuras homológicas, la traza sobre un plano «li 
proyección de una superficie cónica y la proyección sol 
ese mismo plano de la sección producida por otro plano 
cante cualquiera. 
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$59. AFINIDAD 


1. --Un caso particular de la homología os aquél en el cual el 
centro de bornología es un punto alejado hasta el infinito en una di- 
rección dada d. Recibe el nombre de afinidad. 


Dos puntos homólogos cuales- 
quiera, llamados ahora puntos afi- 
nes, A y A', por ejemplo (fig. 283) 
se encuentran sobre una recta pa- 
ralela a d. 


Sea B otro punto cualquiera 
de la figura (F) a la cual perto- 
nece A. y B' su punto afín en a 
figura (ES), 


Se tiene 


07 PA 
ES Meda k (constante) 


de donde 


OR BRA 

Midiendo, pues, las ordenadas 
de los puntos de las dos figuras a 
partir del eje de afinidad x y para- 
lelamente a la dirección de afini- 
dad d. las ordenadas de (ES se ob Pro. 283 
henen multiplicando las de (4) por 
nrtoníruero constante £, 


Se dice que las figuras (47) y 1%) son ofines. 
Es facil comprender que si dos figuras son afipes, a rectas para 
lolas de una de ellas corresponden rectas también paralelas de la iba 


2. - - Halleuos, por ejemplo. la figura afín del enadiibitero ARCOD 
bj 2842. siendo x el eje de afinidad. d la dirección de afiidad y «1 
y) prurto afín de 4. 

El punto D* debe estar sobre la paralela por D a la dirección de 
almidad. Por otra parte, las rectas AD y A'D' deben concurrir a un 
temo punto, Pen este caso, del eje 2. El punto D' comun a la pa. 
adela por Dala dirección d y a la vectaA'P, os el afin del vórtice D. 
Para obtener Ó se ha procedido en la misnta foma. trazando primero 
hi paralela a la divección d por € y luego la recta 70. El punto de 
tdreccción es el punto pedido, 


Y así para lo< otros, 
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3. —Cuando la dirección de ufimidad es perjessitala 
afinidad es distinguida con el nonibre de afinidad cciognnat.: 
ble importancia en Geometria Descriptiva. 


4.-— Volvamos a considerar el teorema dado eu 1 del parégrado 
anterior. Como caso particular puede ocurrit que el vértice E del haz 
de rectas se haya fugado al infinito siguiendo una dirección Al. Los 


Frio. 284 


rayos del haz se vuelven paralelos a d. y se eomprende entonces qu 
entre las proyecciones (Fi) y (8) de las dos secciones existirá Una 
relación de afinidad. siendo 4, el eye de afinidad y d la dirección de 
afinidad (fig. 285). 


5. -- Resulta entonces que al consideramos las rectas del haz conv 
aristas de un prisma, la- figuras (hs Uy ose vuelven dos sencion: 
planas de la superficie prismática. 

En consecuencia: 
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Lars proyecciones sobre mo plomo do dos secciones planas de 
una superficia prsmática sor afines. El eje de afividad es la 
proyección de la intersección de los dos planos secantes. La 
dirección es dada por la dirección de los aristas, Uno de los 


bis. 285 


planos secantes puede ser el propio plano de proyección 
(4 0 2); se tendría así una relación de afividad iwitre Ja 
proyección de una sección cualquiera de la superficie pris- 
mática y la traza de ésta sobre el plano de proyección con- 
siderado. Es lo que muestra la figura 286. 
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os Las proyecciones sobre un plano de dos sociones pleae 
una superficio cilíndrica son figuras ajit:s. El eje de otra 
dad es la proyección sobre el plano de la intersección de Jos 
dos planos secantes. Ja dirección es dada por la dirección 
de las generatrices. 
En particular, son afines la traza de una superficie oín- 
drica sobre uno de los planos de proyección y la proyección 
subre ese plano de una se ción cualquiera de la cuprrfude 


Pro, 234 


62 o Sial lecror suelaro leer das mer de 8 ade 


puede constata! tóeihtiente que sta dectdo, se hs hecho una operacion 
de afinidad. Eu electo, refedéndoues a da figara 27vÉ, que aquí rene 
ducinios como figora 287, les pares de punteos [AY y An (Bi y Pio 
(E) y Oy están sobre vector prralelí tuormales a e). y reclas corto 
pondientes. como CCA e AC. aC hn y COD) y AE 
concurren a rio mtame pinte de, 

En consecuencia: la proyección ortozonal de una figura plana o 
su rebatirmento cobre el corresporidionte plano de proyección sen [ino 
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— 
Fi 57 
arvafioos. Vieja co aida es da correspondiente traza del plano de 


hioseria da do ccites de a fonda es dada por la perpendicular a 


mar lr 

Venemgos asta la de posa sara mado procedimiento Dis 
lillar la verdadera mogrnitad de la cero ión phan: de una superfi S 

7. Como problema inversas podenso hallar con toda facilidas 
lan proyecciones de una cireuntderencess coles coda no un plano dado « 
sanocióndo elocontra Oo el radio ¿e 

Se rebate elo plauo ro sobre sp piratido alrededor de ay y <e de- 
«be, con centro enel ebatimnento 10: del coniro da rircund reci 
de nulio 7. Esta circuoferencia y lo proxeccion colae a de la circun 


Imencia del espacio sor figuras aber De ao chars dividir da cho 
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cunferencia rebatida en cierto número de partes y hallar el ofín de 
cada punto de división, 

Se obtiene así la proyección horizontal. 

En general, en vez de dividir la circunferencia en forma arbitra 


(5 
Y 


Fis. 288 
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Ha ccarviege trazar qobtiere los orinar ter qarteriralae: ¿do 0) y 


(3404) que des dos ejes de da presocición: brericadadlo ba dia o 
(1) (2) coreusporde a la horzogtal por el centro (Q-del plane de la 
arcunfereucia: elo diántro 23) (4 cor eponas, co carabic. sa de 
nea de móxima poudicite de ese plano, 

Se trazan Juego los diámetros perpendicudores (5)(63 y (7)(8) 
que deteruuinan los ejes de le elipse. proyección vertical de la cireun- 
lerencia. Ei didaetro (5) (6: correspende a la línea de pendiente con 
respecto al plano vertical del plano de le «remmfircuara; el diámetro 
(M3) corresponde á A frontal por O de se plano. 

A los ejes 500, y 782 de la proyección vertical corresponden los 
diámetros conjugados 516, y 7181 de la elipse proyección horizontal de 
la circunferencia. 

Es fácil notar que las tangentes en punte: afines (7) y 71, po 
ejemplo, de la crrcunferencia y de la proyección horizontal, son tam- 
bión rectas afines, tas corcurres a e misme puto 4, del eje ay 
de aftudad. y ie netos correspendi ob do bre rectas perpen- 
diculares al eps 


CapítuIO XI 
PIRAMIDES 


$ 60. REPRESENTACION 


1. —Una pirámide cualquiera resulta individualizada si se dan 
las proyecciones de la base y del vértice. 

Para completar la representación basta wir, en cada proyec 1Ón, 
el vértice del sólido con cada vértice de la base (fig. 289). 


2. — Proponeámonos, como problema, representar una Arámnide 
pong : ) X0] Í 


Vo 


Fic. 289 
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tal noces La base ABE VYohas aros orar Deleral, AY e 


la val 


de E | 
y CV (lie 290). 


Para individualizar la pirámide debemos hallar <a vértice Y. 


Fic. 290 
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Construyamos sobre el plano 1, el rebatinuento de la cara VE 
basta construir el triángulo A1(VW)B,, del cual conócense los tres tado: 
Construyamos en la misma forma el rebatimiento de la cara BVC 
Si imaginamos relevados los planos AVB y BVC, el vértice V 
tendrá su proyección horizontal en la intersección V, de las perpen 
diculares por (V) y (V”) a las rectas AB, y BC), respectivamente. 
Para hallar Vs se recurre al conocido triángulo rectángulo 
V¡QR (1 de $ 48), del cual conocemos el cateto VQ y la hipotenusa 


OR = Q(V)”. El cateto V¿R da la cota del vértice Y de la pirámide. 


$ 61. SECCIONES PLANAS 


EN 


as WACX A 
1. -—- Trátese de una pirámide VABC. por ejemplo (fig. 291), cor- 


po “ay e 


Fra, 291 


1 
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207 


lada suediante 3 plano de canto. Este plano pue loe ia dado ma. 


dit las proyecciones (€, €) y (bn, te) de des de sus rertas 


La proyección vertical de la sección es, evidentemente. 4] Sener 


to Dalia de la recta asby, es decir, de la traza vertical del plano. 1 


ho 
) | T 
A == a 
A, Lo i 7, 


“iS 


io. 292 A í fr ! 
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proyecciones verticales de sus vértices son las intersecciones D.. Es 
y Fo de la proyección vertical de la sección con las proyecciones 
verticales de las aristas. Para encontrar las proyecciones horizontales 
D,, Es y Fs basta trazar líneas de referencia hasta las correspon 
dientes proyecciones horizontales de las aristas, 


La verdadera magnitud de la sección puede ser obtenida reba- 
tiéndola sobre el plano vertical. 

Como las proyecciones horizontales 41 y b, de las dos rectas del 
plano de canto no intervienen en la resolución del problema, puede 
prescindirse de su trazado, dibujando entonces solamente las proyec 
ciones verticales as y be, es decir, solamente la traza vertical as del 
plano secante. 


2. — Trátese ahora de otra pirámide VABC cortada por un plane 
cualquiera, que puede ser dado mediante un paraleloyramo. como se 
hizo en el caso del prisma, o mediante dos cualesquiera de sus rectas 
Lo daremos mediante una horizontal 4 y una frontal f que pasan por 
el punto M del plano (fig. 292), 

_ Para reducir este problema al caso anterior cama emos el plana 
vertical adoptando como nueva línea de tierra 21 " per pendicular a 
la proyección Ay de la id h. Ta nueva provección vertical di 
la recta h es sólo un punto, 22. cetarideule con AL. La nueva Jue 
yección vertical de la recta a es f.. traza vertical del plano que yu 
es de canto. 

Dibujada la nueva proyección vertical de la pirámide se deter 
minan las proyecciones, DEF, primero y D,E,F, después, de la se: 
ción. Volviendo al primitivo plano vertical de proyección se deter 
mina, mediante líneas de referencia, DeEs Po, proyección vertical de 
la sección. 

Su verdadora magnitud es (D) (E) (PF), obtenida por rebastmicnto 


3.-— Considerando otra vez la pirámide anterior, cortémesla ni 
diante un plano cualquiera dado por sus trazas y hallemos por Lomo 
logía las proyecciones de la sección (fig. 293). 

La proyección horizontal A,B,C, de la base y la proyección hu 
mónima de la sección son figuras homológicas. siendo V, el centro de 
homología y a, el eje de homología (2 de $58). Paro determinar l. 
sección debernos conocer un punto de su proyección. Hallamos eu 
tonces la intersección del plano secante «a con una arista, la VA, pu 
ejemplo, Se obtiene el punto F:= (F,, Fa). El conocimiento de Fr, 
permite determinar los demás puntos de la proyección horizontal 
D,E,F, de la sección. 

Mediante líneas de referencia se encuentra fácilmente la pro 
yección vertical Ds E. Fs. 
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4.-— Dada la pirámide de la figura 294, cortarla medianle un 
plano de canto y desarrollar su superficie, 

La sección producida por el plano de canto se obtiene como en 1 
de este mismo parágraio. Su verdadera magnitud es (E) ()(G)(). 
hallada por rebatimiento sobre o. 


El desarrollo dela <sperficio lateral de la pirámide lo constituyen 
los cuatro tdangados 1,98, V,EO, VOD y VIDA. Para su trazado 
es necesario hallar primero la verdadera magnitud de las aristas. En 
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la Jigura se ha recurrido a rotaciones de cada cotsto alrededor del ere 
vertical que pasa por el vértice Y. Así, V¿Al, es la verdadera magni. 
tud de lá arista VA. El segriento Va”, es, en cambio, la verdadera 
magnitud de la porción VE de esa misma arista. 

La quebrada EFGHE constituye la transformada de la sección. 


$62. INTERSECCION DE UNA RECTA Y UNA PIRAMIDE 


L.——Sea r la recta y VABCD la pirámide (fig. 295). 


Consideremos como plano auxilio: ul que proyecta verticalmente 
la recta. 


Fic. 295 


Corta la pirámide según el polígono que se proyecta horizontal. 
mente en EFG. Es fácil entonces determinar P, y Qy primero, 
Ps y Q. después. 


2. --En la figura 296 hemos utilizado como plano secante el 
deternunado por la recta r y el vértice Yo ode la pieómes 

Para determinar la traza horizontal «q de este ¡lane e ha hecho 
pasar por Y y un punto cualquiera M de la recta r una recta auxt- 
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Fic. 296 


liar s. Unidas las trazas horizontales H, y H? de estas rectas se ol- 

tuvo «ul. El contorno de la base es cortado por el plano a en los pun 

tos E y F, siendo entonces EVF la sección producida en la pirámide. 
Se determinan después los puntos P y Q pedidos. 
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EJERCICIOS 


81. Hallar la sección producida por el plas ABC en la piranide ideado en 
la bigura 


B2. Idem. 


7 
EJERCICIO 82 
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Ejercicio 83 


84. Hallar la intersección de la 
superficie de la pirámide que 
se indica con la recta r. 


EJERCICIO 83 


83. Hallar la interseición de la recta ? 
con la superficie de la pirámide in- 
dicada en la figura. 


Esercicio 84 


85. Dada la pirámide indicio 
en la figura, hallar la se 
ción producida por el plan» 
ABC, así como la intersección 
de la recta r con la superficio 
del sólido. 


Capituio XI 


PRISMAS 


$63. REPRESENTACION 

1. —En el capítulo UY, $20, bícimos la rupresentación de algu- 
nos prismas. Veremos ahora el mismo asunto en forma más general. 

Un prisma cualquiera (oblicuo o recto) queda individualizado 
cuando son conocidas las proyecciones de una baxe y las de una arista. 

Sean ALLLC1D,, A2B.Co Do las proyecciones de la base dada y 
ALE,, Ask los proyecciones de una de las aristas (fig. 297). 

Para completar la representación del prisma bastará conducir 
desde cada una de las proyecciones de los distintos vértices de la hase 
dada un segmento paralelo y de longue tened o fa proyección homó 
mima de la arista dado. Se habrán hallado có Las proyecciones de 
las aristas laterales. Los extremos obtenidos para las proyecciones 
horizontales y para los verticales dan lo: vérs o de dos polícu:os, 
EEG, y E.EyGoHa, que son proyección hermental y vertical, res- 
pectivamente, de la otra base del prisma 

Para establecer la visibilidad de las aristas se aplica el criterio 
ya conocido, El punto Pa o Qs, en que se cortan las proyecciones ver- 
ticales de las aristas CG y AB, es proyección vertical de dos puntos, 
mo de CG, otro de AR. Sus proyecciones horizontales son Q; y P;, res- 
peclivamente. Como 2, está más alejado que Q, de la linea de tere: 
“l punto P perteneciente a la arista AB es visible en proyección ver 
lícul. El punto Q de la arista CG es, en cambio. invisible Ports 
mzón CG), aparece de puntos. E 

En forma análoga, la vertical por el punto de encuentro de E, E, y 
PH, hace ver que en proyección borizoutal la arista BE, exo invitihle 

Podemos imaginar prolongado el prisma dado hasta encontrar el 
plano horizontal de proyección, Su intersección es la traza horivntal 
lel prisma; para obtenerla basta unir las trazas horizontales de las 
aristas laterales. 

Resulta así el polígono A1BIC1D), ALPLOLD,, 


2. — Como caso particular representemos en cubo situado sobre 
te) plano perpeodicalar al plano vertical 
ocean as (ay, azl el plano y d 3 comes io igual a lo orita de 


nbo (fig. 298). 
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Imaginemos rebatido el plano a: sobre el horizontal de proyec: 
ción. La base del cubo puede ser entonces, por ejcurydo, el cuadrado 


(A)(B)(C0)(D), de lado igual a d. Haciendo cl volevamiento, es decir, 


Fic. 297 


volviendo a levar el ooleno a su primitiva posición, Jos puntos (A) 
bj, (Ci y se colocan ens. En Ca y D.. Las proyecciones vel 
ticales de las aristas laterales son perpendiculares a la traza dz y api 
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FG. 298 


recen en verdadera magnitud. Las proyecciones horizontales se obtie 
nen mediante líneas de referencia. 


Para determinar la vivibilidad notamos que en proyección vex- 
tical la arista CG es invisible por ser su alejamiento inferior al de la 
arista AR, que es visible. 

En la proyección horizontal puede aplicarse el criterio general ya 
ronocido. Así, trazando por el punto de encuentro de 4,B, y E,H, 
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la perpendicular a LT, la proyección AB» os encontrada antes que la 


E2H». En proyección horizontal £¡H, será entonces visible y AjB, in- 
visible. En forma análoga se establece que B,C1 y F1B1 son invisibles. 


$ 64. SECCIONES PLANAS DE PRISMAS 


1. —Trátese de un paralelepípedo colocado en una posición cual- 
quiera con respecto a los planos de proyección. El plano secante 
(fig. 299) es el que corresponde al paralelogramo MNPQ, perpen- 
dicular a x1, es decir, um plano de canto. 
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La proyección vertical del punto de intersección del plano secante 
y de la arista lateral que contiene el vértice A os Fa; su proyección 
horizontal E, se obtiene mediante una línea de referencia. Queda así 
determinado no de los vértices de la sección. 

Utilizando las otras aristas se hallan en forma análoga los otros 
vértices F', G y H del corte producido. La sección tiene, de este modo, 


——s 


como proyección vertical el segmento HaL,, y como proyección ho- 
rizontal el paralelogramo E,F,G,¡H,. Su verdadera magnitud es 
(E) (EF) (G) (1H), obtenida mediante el rebatimiento del plano secante 
sobre 1,, o mediante un cambio del plano horizontal, o por afinidad. 


2. — Consideremos ahora el caso general, es decir, un paralelepí- 
pedo en una posición cualquiera y el plano a también en una posición 
cualquiera (fig. 300). 

El plano secante es el paralelogramo MNPQ. Para reducir este 
problema al desarrollado en el número anterior cambiemos de plano 
horizontal, adoptando: como nueva línea de tierra L'T" perpendicular 
a QuP.. El plano secante resultará así perpendicular al nuevo pla 
no horizontal. Halada la nueva proyección del paralelepípedo, asi 
como la del plano secante, se determinan las proyecciones E; FG H; 
y E.F'»G>H, de la sección, Volviendo después a los planos primitivos 
de provección es fácil determinar mediante líneas de referencia la 
proyección E,F,G,HB,. 

La sección buscada es, pues, E,F,G¡H,, EsFGoHo. 

Su verdadera magnitud es (E) (PAG) (ED, obtenida mediante 


un giro, 


3.— Si son conocidas las trazas del plano secante, las construc- 
ciones necesarias para hallar la sección resultan generalmente sim- 
plificadas, 

Trátese de un prisma cualquiera, dado por su base ABCD y una 
de sus aristas laterales DM (fig. 301). El plano secante de trazas 
0% y 0 es cualquiera, 

Completada la representación, hallemos la intersección del plano a 
y la arista DM, por ejemplo. Para esto recurramos al plano auxiliar 
que proyecta verticalmente la arista DM. Corta el plano a según la 
recta 1== (11, £3), que, a su vez, encuentra la arista DM en el punto 
H == (11, Ha), uno de los vértices de la sección. Repitiendo lo mismo 
para las otras aristas se determina sin dificultad la sección buscada. 

Para hallar su verdadera magnitud podemos rebatirla sobre el 
plano horizontal. Recordemos que la proyección de una figura sobre 
un plano y su rebatimiento sobre el mismo plano son figuras afines. 
El eje de afinidad será, en nuestro caso, la traza a, del plano secante. 
La direccva. de afinidad es la normal al eje a 

Como es necesario conocer el afin de uno de los puntos de la 
sección (2 de $ 59), hallemos el rebatimiento de un vértice, del F, por 
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ejemplo, empleando la construcción del conocido triángulo rectángulo. 

Los demás vértices del rebatimiento se hallan fácilmente por afinidad. 

Se obtiene así la figura (E) (1) (G) (4H), verdadera magnitud de la 
ZA 

sección. 


a 


ei 


TRI 
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4. — En la figura 302 hemos hallado por afinidad la sección pro- 
ducida por el plano a. Sabenios que la dirección de afinidad es dada 
por la dirección de las aristas y que el eje de afinidad es la proyección 
sobre el plano correspondiente de la intersección de los dos planos se- 
cantes (el a y el de la base dada) (4, S 59). 

Las trazas del plano ABCD son Br y Pa: e, es entonces la proyec- 
ción horizontal de la intersección de « y b. 
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Elallando la intersección de una arista. la que pasa poroto pa 
ejemplo, con a, se obtiene la proyección horizontal Af de va punto de 
la sección, Por afinidad se completa luego la figura ABD. pro 
yección horizontal de la sección. 

Mediante líneas de referencia resulta A” B!C.D!. 


$65. SECCION RECTA 


1. — Cuando el plano secante es perpendicular a las aristas dol 
sólido la sección plana es llamada sección recta. Ella nos proporciona 
los ¿ngulos de escuadría de piezas de madera o metálicas. 

Una propiedad importante de la sección recta de una superficie 
prismática es la de disponerse según una recta cuando se extiende 
sobre un plano la superficie del prisma. 

El plano secante es dado, generalmente, por medio de sus trazas. 
de modo que las construcciones resultan simplificadas. 

Hallemos entonces la sección recta del paralelepípedo horizontal 
indicado en la figura 303, 


DD (A 
Ni 


Frio. 303 


Después de cuanto hemos visto se encuentra inmediatamente la 
tección pedida. Su proyección horizontal es 45€. La vertical es el 
rectángulo AsB,CoDo. La verdadera magnitud de la sección recta ha 
vido obtenida rebatiendo el plano (a, uz) que la conitene. Resultó así 
el rectángulo (4) (B)(C)(D). 
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La sección recta de un sólido es, de todas las secciones, la de 
menor extensión. No hay, pues, más que una sola sección recta. En 
el caso considerado el rectángulo (4) (8) (0) (D) es menor, por ejem- 
plo, que MaN2P,Qs, verdadera magnitud de la sección oblicua produ- 
cida en e: prisma pur un plano paralelo al plano vertical. 


2.— La figura 304 corresponde a un prisma oblicuo paralelo al 
plano vertical. El plano secante es, como en el caso anterior, perpen- 
dicular a las aristas de la pieza prismática. 


Fic. 304 


La construcción es tan simple que omitimos su explicación. La 
verdadera magnitud de la sección recta es ABN). 


3.-— Como variante se ha considerado en la figura 305 un pri 
ma exagonal La proyección vertical de la sección recta es el segmento 
As Ds de la traza vertical del plano secante. Para construir la proyo 
ción horizontal se procede como en los casos anteriores. 

La verdadera magnitud de la sección recta se ha rebatido sobne 
ed plano horizontal. Fi exágono obtenido es, naturalmente, menor que 
el exágono que sirve de base al prisma, verdadera magnitud de l: 
sección producida por el propio plano x:. 
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Siose supone la superficie lateral del prisma abierta según la 
arista que pasa por A, y por sucesivas rotaciones alrededor de las 
distniis aristas se Mevan todas las caras sobre un mismo plano para- 
lelo al plano vertical, el contorno de la sección recta se dispondrá 


Fic. 305 
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según un segmento de recta de longitud igual al perímetro de la sección 
rebatida (A) (B)(C)(D)(E)(£). El hecho de disponerse según un seg- 
mento de recta, cuando la superficie del prisma es extendida sobre 
un plano, constituye la propiedad más importante de la sección recta. 

Si, entonces, sobre una recta cualquiera, la traza 02, por ejemplo, 
se toman 42B = (4)(B), BC = (B)(C), ete., se obtiene 4,4, que 
es el desarrollo, o sea, la transformada del perímetro de la sección. 

Si se desea dibujar el desarrollo de la superficie Jateral del tronco 
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superior del prisma, basta trazar por 4», B, C, ete., las perpendicula- 
res al segmento 4.4, de longitudes respectivamente iguales a A4G% 
BH”, Calo, etc. La quebrada G'HW' YI K'"L'G' es la transformada 
de la base superior del prisma dado. 


4. — Sea un prisma oblicuo con respecto a los dos planos de pro- 
yección (fig. 306). Queremos encontrar la verdadera magnitud de su 
sección recta, NN 

Para resolver este problema puede emplearse, naturalmente, el 


o A 
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método general indicado en 3 de $64, determinando primero las tra- 
zas del plano secante perpendicular a las aristas laterales del prisma. 
No lo haremos así, sin embargo. Transformaremos el problema en 
otro análogo a los resueltos en los dos números anteriores, para lo 
cual cambiaremos el plano vertical de modo que la nueva linca de 
tierra L'T” resulte paralela a las proyecciones horizontales de las 
aristas (fig. 306). Cortando después mediante el plano (01, 0). per- 


FIG. 308 


pendicular a las aristas, y rebatiendo sobre el plano horizontal 11. 
resulta la verdadera magnitud (ABN (ID) de la sección recti 

Por ser innecesaria en este caso especial, no se ha dibujado la 
proyección horizontal de la sección. 
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566. ISTERSECCIÓN DE UNA RECTA CON LA SUPERFETE DE Us 
PRISMA 


L.- En la figura 307 se ha considerado un prisma oblicuo y una 
recla F 

Como plano auxiliar se ha utilizado el que proyecta r sobre el 
plano vertical. El contorno de la sección producida se proyecta hori- 
zontalmente en E,P,G¡H, y verticalmente en el segmerto HE... Los 
puntos 2 y Q de intersección de este contorno con la recta 7 son Jos 
puntos buscados. 


2.-—En la figura 308 se ha utilizado como plano auxiliar el que 
determinan la recta r y la paralela s a las aristas, Su traza horizontal 
es as. Este plano, paralelo por construcción a las aristas del prisma, 
corta a éste según el paralelogramo EFGH, que permite determinar 
los puntos P y Q pedidos. 


3.-—La construcción se simplifica cuando el prisma es perpen- 
dicular a uno de los planos de proyección. Es lo que ocurre, por 
ejenipio. en la figura 309. 


Fic. 309 


230 D. DI PIETRO. — GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


EJERCICIOS 


el plane 


86. Hallar la sección producida en el prisua que se representa, pus 
de canto au. Dar el perfil de la sección, su verdadera magnitud y desarrollo 


de la superficie prismática. 


Ejercicio 86 Exrncicio 84 


87. Hacer lo mismo con el prisma que se indica. 


88. Determinar la sección recta del prisma representado en la figura 


—ExBrcicio 88 
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80. Determinar la sección producida por 
ul plano a en la superficie prismática 
imlicada, 


Larios 9 


oda Fizura hallar la sección preducida 3en el 
ao par des rocras a y Pos los puntos de iuterscición de la teva 7 


EsJErcicio 90 
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91. La base de un prisma hállase situada en el plano a. Su proyección hori 
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EJERCCIO 91 


zontal es 4,B,C,D,F,. 
Se conocen las provec: 
ciones del vórtice 4 de 
la otra base. 


1%) Completar la repre- 
sentación del prisma. 

2%) Hallar su sección 
recta, 


32) Hacer el desarrolla 
de la superficie. 


CapiruLo XIV 


SUPERFICIES 
$67. DEFINICIONES 


1.—En los cursos de Geometría Elemental se aprendieron los 
conceptos intuitivos de punto, línea y superficie. Tratándose de super- 
ficies planas, las correspondientes a las caras de un cubo, por ejemplo, 
es fácil concebir sus propiedades características, aun prescindiendo del 
cuerpo que limitan. 

Además de la superficie plana, hay otras, llamadas, como aquélla, 
superficies geométricas, para las cuales, prescindiendo del cuerpo que 
limitan, es posible enunciar leyes que determinan sus propiedades. 
Imaginemos, por ejemplo, un disco circular que gira con rapidez alre- 
dedor de uno de sus diámetros tomado como eje de rotación. Con una 
velocidad suficientemente grande el disco parecerá, por ilusión óptica, 
una esfera. Si la circunferencia límite del disco pudiese dejar su tra 
en cada una de las infinitas posiciones próximas que ocupa, habría 
engendrado una superficie esférica. 


2. - Llámase superficie geométrica el lugar de todas las posiciones 
que ocupa sucesivamente en el espacio una línea móvil que cambia de 
posición, o también de forma, según una ley determinada y continua. 

En el caso de la 
superficie esférica la 
línea móvil es media 
circunferencia: se la 
llama generatriz. La 
ley determinada y con- 
tinua es que la media 
circunferencia debe 
efectuar una revolu- 
ción entera alrededor 
de su diámetro, Hlama- 
do por esto directriz. 


3. —La superfi- 
cie cónica es otra su- 
perficie geométrica. Se 
define como el lugar 
de todas las posiciones 
que ocupa una recta 
generatriz g (fig. 310) Fic. 319 
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que, fija en uno de sus puntos. 


por ejemplo, va pasando sucesivamesn 
te por los puntos de una curva dire: 
triz ABCD... 

El punto V es el vértice de la su 
perficie. 

Como la generatriz es ilimitada, t: 
superficie cónica también lo es, y «" 
compone de dos napas situadas en par 
tes opuestas con respecto al vértice. 

En particular, si la directriz es una 
circunferencia (fig. 311), la superficie 
cónica es llamada circular. 

El cono es el cuerpo limitado pu 
una superficie cónica y una sección 
cuyo plano encuentra todas las gene 
ratrices, La sección es la base del cs 
no; la distancia eutre el vértice y la 
Fro, 311 base es la altura, 


4.--- La superficie cilindrics (fig. 312) es, en cambio. el lo 
de todas los posiciones que ocupa una recta generatriz g cuando, man 
teniéndose siempre paralela a sí misma, va pasando por los preto: de 
una curva cualquiera ABOD..., que es su directriz, 

Si la directriz es una circunferencia cuyo plano es normal a da 
dirección de la generatriz, la superficie cilíndrica es de rotación 


Fic. 312 Fig 313 
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El cilindro es el cuerpo limitado por una superior sabidrica y 
por dos secciones parelelas entre sí, llamadas bases de cilimiro, 
La distaicia entro las bases es la altura. 


$ 68. CLASIFICACION 


1.-— De la definición dada resulta que las superficies geométri- 
cas pueden ser estudiadas clasificándolas según dos criterios distintos: 


según la naturaleza de la generatriz o según la ley que rige el movi- 
miento de la peneratriz. 


Fro. 314 


Atendiendo al primer criterio, Jas superficios se distinguen en 
tegladas y curvas (o no regladas). 

Las primeras son engendradas por una recta móvil y las segind.s 
por una curva, cualquiera sea, en ambos casos, la ley del movimiento. 

Suporficies regladas son, por ejemplo, las suy:erficies cónica, cilín- 
rica, helicoidal, ete. 

Superficies no regladas son, por ejemplo, la + fírica. la del para- 
olvide. elíptico. ete. 

Atendiendo al segundo criterio. co decir a da lead eric do 
le la generatriz, las superticies se distiuguen en superficio. de revo 


, 


hución (o de rotación) y superficies que no son de revolución. 
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Las primeras son engerndradas por una línea genera triz que gia 
alrededor de una recta fija, eje de rotación, con la cual se supone 
conectada invariablemente. Cada punto P de la generatriz (fig. 3141 
describe una circunferencia cuyo plano es perpendicular al eje y cuy» 


radio es la distancia OP del punto al eje. 
Las segundas son las engendradas en forma distinta a la indicada 


2.-— Los dos criterios empleados para clasificar las superficie 
son independientes uno de otro. Se comprende entonces que taste 
una superficie reglada como una no reglada puede ser o no de tevo 
lución, y recíprecamente. Más aún, una nusma superficie puede, « 
veces, ser engendrada de modos distintos. 


Fia 315 


3.— Las superficies regladas suelen ser divididas en desar oo. 
bles y no desarrollables. Las primeras pueden ser extendidas «1 
“un plano sin roturas ni dobleces. Ejemplos: las superficies cónu« 
cilíndrica. 

Las segundas no pueden ser extendidas sobre un plano en 
forma indicada. Ejemplos: helicoides (recto y oblicuo), comu 
cuerno de vaca. 

En las superficies desarrollables dos generatrices consent» 
cualesquiera se encuentran en un mismo plano, es decir, son pu: 
lelas o concurrentes. : 


$69. RECTAS Y PLANOS TANCGENTES A UNA SUPERFICIE RE) 0 


1. -—-S.+ sabe que la tangente a una línea en uno de sus ni 
P, (fig. 315) es el limite de las sucesivas posiciones que ocupo 5 
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| secante PP, cuando el punto Pa se acerca indefinidamente al P, hasta 
confundirse con él, 


Fic. 316 


Se sabe también que la tangente a una curva plana pertenece al 
plano de la curva. Así, por ejemplo, la recta AB= (4,B,, A2Bz), de 


Fic. 317 


M figura 316, es tangente a la circunferencia representada. No es 
Miigente, en cambio, la recta AB de la figura 317, 
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2. — Una recta es tangente a una superficie en uno de sus puntos 
cuando lo es en ese punto a una linea cualquiera de la superficie. Así, 
por ejemplo, la recta a de la figura 318 es tangente en P a la super- 
ficie cónica representada por serlo a la línea 1 de la superficie, 


Frc. 318 


3. —Se demuestra qu 
si en un punto P de una su 
perficie se trazan las tan 
gentes a las infinitas line 
de dicha superficie que pu 
san por él (fig. 319), es 
tangentes son coplanares. |'! 
plano así definido se llamo 
plano tangente a la superl 
cie en el punto P considera 
do. Puesto que un plano «: 
determinado por dos de :0 
rectas para individualizar +! 
plano tangente a una su 
ficie, en un punto dado hu» 
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ta determinar las tangentes a dos caslbeequiera «le sus líneas que 
pasan por ese punto. 


4, --— Notando que la recta es ua línea cuya tangente es Ja recta 
misma. se comprende que, tratándose de una superficie reglada, el 
plano tangente en uno de sus puntos queda determinado por la recta 
generatriz y por la tangente a una linea de la superficie que pasa 
por ese punto. 


5. — Supongamos una superficie cónica 3 =can (fig. 320) P, y Ps 
dos puntos cualesquiera de una de sus generatrices, a. Por Py y Pa 
hagamos pasar las curvas €, y Ca de la superficie. Cortarán otra gene- 
rntriz, b, por ejemplo, en los puntos Q, y Qe. Si la generatriz b, en el 
movimiento establecido para engendrar la superficie cónica, se acerca 
vada vez más a la generatriz a. las socantes s; Y sy tienden, respectiva- 
lente. « las tangentos y Y feo a las emvas e yor en dos puntos 
Poy Po oy se vuelven tales tangentes cuando 4 se ha acercado inde 
linidamente a la generatriz a. 
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Además, sy y sz son coplanares porque pertenecen ambas al plano 
de las generatrices a y b, y siguen siendo coplanares al volverse t, y 1. 
En ese instante se tendrá en P, un plano tangente a la superlicie, 
definido por t, y P,P2, y en Pa otro plano también tangente a la super 
ficie, definido por tz y P,Pa. Pero entonces estos planos no son sino 
uno solo, es decir, el determinado por £, o tz y la recta P¡Pa (o sea 
la geueratriz a). Como al mismo resultado se llegaría considerando 
otro punto cualquiera de a, puede afirmarse que el plano tangente en 
un punto de uma superficie cónica es el mismo para todos los puntos 
de la generatriz que pasa por ese punto. Esa generatriz es la genera 
triz de tangencia o de contacto, 


6.-—- En forma análoga se demuestra la misma propiedad para 
cualquier otra superficie desarrollable. 


Fic. 321 


7. —Es evidente que, tratándose de conos y cilindros rectos, el 
plano tangente a la superficie a lo largo de una generatriz es perpen 
dicular al plano formado por ésta y el eje (fig, 321). 


8. —Se comprende sin dificultad que la tangente a una sección 
cualquiera de una superficie desarrollable es la intersección del plano 
tangente en el punto considerado y el plano secante que produce 
la sección. 


9.-— Es fácil demostrar que la proyección de la tangente a una 
curva sobre un plano es tangente a la proyección de la curva sobre 
el mismo plano, 


SUPERFICIES 944 


En efecto, sea e la curva y t su tangente en el punto P 
Las proyectantes de la curva € y de la tangente 1 e 
superiicio cilíndrica y un plano, tangentes a lo largo de la gune 
triz PP,. Las proyecciones tí y hr de c y 1 resultan ent: a tan- 
Pee pues no sor sino intersecciones del plano de proyección y coi 
a superficie cilíndrica y con el plano tangente, 


Fic. 322 


10, — Resulta entonces que si dos curvas son tangentes, también 
lo son sus proyecciones. La figura 323 representa las proyecciones 
de dos circunferencias tangentes. 


11. -— En general, para hallar l plano terjante a una superficie 
reglada desarrollable en un punto dado, determunarenmos primero la 
feneratriz que pasa por el punto, luego la tangente a una curva cual. 
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quiera de la superficie en el punto en que la generatriz de contacto 
encuentra la curva. 

Así, por ejemplo, para hallar el plano tangente en el punto P a 
la superficie cónica indicada en la figura 324, se determina el plano 
formado por la generatriz p y la recta t, tangente en P, a la curva c 
de la superficie. 


Fic, 323 


12. - Llámase normal a una superficie, en uno de sus puntos l' 
la perpendicular en ese punto al plano tangente a la superficie en el 
mismo punto P. 
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$70. RECTAS Y PLANOS TANGENTES A UNA SUPERFICIE DE 
REVOLTCION 


1.-— De la definición dada en el parágrafo 68 resulta que todo 
plano normal al eje corta la superficie de revolución según una o más 
dircunlerencias, Por esto una superficie de revolución puede ser con- 
siderada también como eugendrada por una circunferencia cuyo centro 
w desliza a lo largo del eje, mientras su plano permanece siempre 
perpendicular al eje y el radio varía de modo que la circunferencia 
te apoya constantemente en la nea e (fig. 325). 


Frio. 324 


Las circunferencias según las cuales una superficie de revolución 
mw rortada por planos normales al eje reciben el nombre de paralelos. 
lin éstos, el que tiene mayor radio se llama paralelo ecuatorial; el que 
Hence menor radio se llama paralelo de garganta. 

Las secciones de una superficie de revolución con un plano que 
jun por el eje se denominan meridianos. Disnguese como meridiano 
HHncipal el que está en el plano que pasando por el eje es paralelo al 
plano vertical de proyección, 
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Cada meridiano es una curva simétrica con respecto al eje; por 
esto la superficie de rotación puede ser considerada coro engendrada 
mediante un giro de 360” alrededor del eje, de medio meridiano. 


Fic. 325 


Por cada punto de una superficie de revolución pasan un paral! 
y un meridiano, 


2.—En una superficie de revolución llamaremos purtos corr: 
pondientes de dos paralelos los puntos camunes a estos dos paral!.: 
y a medio meridiano. Así, en la figura 326 les puntos P, y l'. '- 
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los paralelos p, Y Pa sex correspon 
dientes, 


Es fácil demostrar que las rectas 
PP, y Q,0», que unen pares de pun- 
los correspondientes de dos paralelos 
Pi Y Pz, coucurren a un nismo punto 
del eje. En efecto: si M es el purto 
en que P, P, encuenira el eje, se tiene 


1] 


Si admitimos que Q,Q, encuentra el 
ojeocio ate a NO distinto de M, 
Su tendita 

NO. 0,0, ¡ 
Como PO, mn 0,0, y PO, + Q.0., 
resblta, de las igualdades 11] y [2], 


MO, NO 
MO: NÓ%Z 


| 
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o también 
MO  _ "NO, 
MO, + 01023 NO, +0,0, 
"lución que exige necesariamente la condición 
MO, = NO. 


Los puntos M y N son, pues, uno mismo. 


3. — Si imaginamos que el paralelo pa se acerca indefinidamente 
1 Jm, en el límite, es decir, cuando P. se acerca indefinidamente a P, 
tQ a Qs, las rectas P2P, y Q.Q,, concurriendo siempre a un mismo 
mintto del eje, se transforman en tangentes a la superficie de revolu- 
Win en los puntos P, y Q,, respectivamente. 

Como lo mismo resultaría considerando otros puntos correspon- 
Hentes de los mismos paralelos, puede afirmarse que si en los infinitos 
swutus de un paralelo p se conducen las tangentes a la superficie, ellas 
wpiddran la superficie de un cono recto que se dice circunscripta a 
*perficie de revolución a lo largo del paralelo considerado. 
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Resulta entonces que las generatrices de esa superficie cónica son 
tangentes a los meridianos de la superficie de revolución en los di» 
tintos puntos del paralelo p. 

En particular, la superficie cónica circunscripta a lo largo del 
ecuador a un elipsoide de revolución, y por lo tanto también a um 
esfera, se vuelye una superficie cilíndrica recta. 


4.—El plano tan 
gente a una superíjos 
de revolución en uno «e 
sus puntos es tangent: 
a la superficie cónico 
que le es circunscrip!» 
según el paralelo al cn 
pertenece el punto. 

Sea x el plano tan 
gente en el punto Pa l. 
superficie de revolución 
dada en la figura 2% 

Fl está determan- 
do por las tangexntes / 
al meridiano y tu al p» 
ralelo que pasan por ! 
Poro el plano tangente 
a la superficie córti. 
circunscripta según e! 
paralelo: que contiene / 
también está determi. 
do por tf; (generalri: 


y ta (11, $ 69). 


5. — De acuerd. 
con lo anterior, y rem 
dando lo establecido +» 
7, $ 69, el plano tango 
te a una superficie «l 
revolución es perpcul: 
cular al plano meriúlw 


E no que pasa por el pu 
to de contacto. 
t “ 
Fic. 327 6. —En particulo 


los planos tangente, « 
los infinitos puntos de un meridiano son todos perpendiculare. + 
plano de este meridiano y envuelven un cilindro que es circunse: 1]: 
a la superficie de revolución según el meridiano considerado. Y | 
generatrices de este cilindro son las tangentes a los distintos parle! 
en los puntos de aquel meridiano. 
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7. Puesto que en todo punto de una superficie de revolución 
el plano tangente es perpendicular al plano del meridiano que contiene 
el punto, la normal a la superficie estará siempre en el plano meri- 
diaro, encontrando al eje o siéndole paralelo. 

En la figura 328, PN es la normal en el punto P, 


Fic. 328 


Las normales relativas a los distintos puntos de un paralelo con- 
'irren a un mismo punto del eje, formando una superficie cónica de 
tación porque, por ejemplo, si la normal en P encuentra el eje en N, 
illentras P recorre el paralelo, el punto N no se mueve. 


CapíruLO XV 


REPRESENTACION DE CURVAS Y DE SUPERFICIES 


$71. GENERALIDADES 


1.— Las proyecciones de una curva alabeada o plana sobre dos 


planos son dos curvas planas. 
Para cada una de ellas será necesario determinar un número 
suficiente de puntos, de modo que sea posible su trazado, Á menudo 


conocida la naturaleza de las proyecciones, convendrá determinar par 
cada una aquellos elementos (puntos o líneas) con los cuales, mediant 
procedimientos enseñados por la Geometría, pueda efectuarse el tu 
zado de la curva proyección. 
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Asi. sabiendo que las proyecciones de vna civcueler cia so 
elipses, bastará determinar los ejes, pues, dados óstos, ma elipse queda 
individualizada y puede ser construida por puntas O como logar gro- 
métrico. 


2.—-En la representación de una curva plena es conveniente 
determinar, cuando resulte fácil: 

Í* 105 puntos laterales, es decir, el punio de la curva más a la 
derecha y el punto más a la izquierda; en elos la tangente a cada 
proyección es perpendicular a la línea de tierra 


Fic. 330 


22 1) punto más alto y el punto más bajo, que se deducen de le 
proyección vertica] de la figura, así como el punto anterior y el pos. 
terior, que se deducen de la proyección horizontal. En los dos pri 
meros las tasgentes son rectas horizontales del plano; en los de 8 
limos so frostales, 

En las proyecciones de la circunferencia de figura 329, A y % 
mn los pinitos más alto y más bajo; C y D, los puntos anterior y 
posterior; E y 41, los laterales. 


3. — Supongamos una superficie S y sea V el vértice de una 
tuperficie cónica circumscripta a S. Si e es la curva de contacto 
(fig. 330), cila divide la superficie S en dos regiones: una visible 
para el que mire la superficie desde V; la otra invisible. 
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La curva e constituye el contorno aparente de $ pará un obser 
vador situado en V, porque las generatrices de la superticie cónica sor 
también las visuales que parten de V hacia los puntos línalies vist 
bles de $. 

Si Y se aleja de S, la curva c cambia, desplazándose sabre 7, Fa 
naturalmente, aumenta la región visible. Cuando V se aleja infimi- 
tamente en una dirección determinada, por ejemplo, perpendicuiar : 
71, las visuales desde V serán todas paralelas y el contorno apiarerit. 
de S con respecto al plano a es la curva de contacto de la superficie 
cilindrica circunscripta a $ y perpendicular a 7 (fig. 3317. 


Fic. 331 


La proyección horizontal e, de c es la traza horizontal de aquell 
superficie cilíndrica, limita las proyecciones horizontales de los punt» 
de S y constituye realmente el contorno aparente de S sobre 3 pia o 
observador que mire esta superficie en dirección perpendicular + » 
desde un punto infinitamente alejado, 

En la misma forma se obtiene el contorno aparente de S con > 


pecto a xi. y su proyección sobre este plano. 
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4.-— El contorno aparente de uma superficie sobre 101 plano de 
proyección es tangente a la proyección sobre el mismo pleno de toda 
linea que perteneciendo a la superficie encuentra en cl espacio el 
contorno aparente. 

Sean: $ la superficie, c su contorno aparente con respecto al plano 
Ki. l la linea, P el punto de encuentro de c y 1 (fig. 332), 


Fis. 332 


En efecto, si £ cs la tangente en P a la linea ?, su proyección hori- 
santal 2, será tangente en Px a la proyección homónima l, de l. Pero 
el plano que proyecta horizontalmente £, conteniendo la tangente 1 y 
ha proyectante PP, de un punto del contorno aparente, es un plano 
lingerite a la superficie cilíndrica circunscripta a la superficie S per- 
pendicularmente a 1,. En consecuencia, su traza horizontal, que no es 
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sino ty, es tangente a la traza de esa superficie cilíndrica, que no es 
sino €1. Las proyecciones l, y C, vienen a tener así la misma tangente 
t; en P,; son, pues, curvas tangentes. 


$72. REPRESENTACION DE SUPERFICIES 


1. —- Conociendo las proyecciones de la directriz de una superficie, 
la generatriz y la ley del movimiento de ésta, la superficie queda 
determinada y puede ser representada sobre los dos planos de pro- 
yección, Bastará construjr un número suficiente de posiciones de la 
generatriz para notar la continuidad de la superficie, 

Pero, en general, la mejor manera para apreciar la fouma de Ja 
superficie es dada por el conocimiento de las trazas y de los contornos 
aparentes sobre los dos planos de proyección. Más aún, puede decirse 
que los contornos aparentes sobre los dos planos de proyección consti 
tuyen la mejor representación de una superficie sobre dos planos 
de proyección. 


2.— Como en el caso de los poliedros, siendo distintas las direc 
ciones según Jas cuales se supone observada la superficie sobre los dos 
planos de proyección, distintas son también las partes visibles sobre 
cada uno de esos planos y distintos, en general, los correspondiente: 
contornos aparentes, 


3. — Para distinguir en la representación las partes visibles de 
las invisibles se procede con el criterio expuesto en el caso de Jos 
poliedros (2, $ 54). 


DE INGEN/Ep, 
PO 1. 
Ss 


Caríruro XVI 
SUPERFICIES CONICAS 


873, REPRESENTACION 


1. — Una superficie cónica resulta individualizada si se conocen 
las proyecciones dí y d» de la curva directriz y Vi y Va del vértice 
(fig. 333). 

Dados estos elementos pueden construirse fácilmente cuantas 
feneratrices se desean. Las trazas de un número suficiente de éstas 
permiten dibujar las trazas de la superficie, así como sus contornos 
fparentos. 

Para determinar una generatriz cualquiera, la que pasa por el 
punto A de la directriz, por ejemplo, basta trazar las rectas Vo Az y 
VA. La traza horizontal Hess (E,, Ha) de esta generatriz es un 
punto de la traza horizontal de la euperficio cónica. 

Y asi para Giras peneratrices. 

Para obtener los contornos aparentes se dibujan las generatrices 
límites, tangentes a las proyecciones de la directriz. Las generatricos 
que limitan el contorno aparente horizontal mo son, en general, las 
niúsmas que limitan el contorno aporente vertical, 

Para la visibilidad de la curva directriz (y de la traza) notamos, 
por ejemplo, que el punto A es visible en ambas proyecciones por ser 
visibles las proyecciones g1 y ge de la generatriz que pasa por ól Fl 
pinto Q, en cambio, es visible en proyección hovizontal e invisible er 
proyección vertical. 


El punto siguiente ampliará cuanto concierne a la visitalides! 


2. —— Determinemos el contorno aparente de wa superficie cómica 
vuando se conoce la traza horizontal y el vértico. 

Sea la circunferencia c== (ci, 62) la traza horizontal y Ve=(V,. 
VU) el vértice (fig. 334). 

Para obtener una generatriz cualqidera se ume el vértice Y cor 
in punto cualquiera, 4, por ejemplo, úe la teaza horizontal. 

Las tangentes V,B, y V,£1 a la traza €; de la superficie cónica 
than las generatrices que limitan el contorno aparente sobre el piano 3. 

Las lincas de referencia DD, y E, F., tangentes a c,, permiten de- 
lerminar las generatrices cuyas proyecciones verticales VaDa y Val 
limitan el contorno aparente sobre el plano 1. 

Para la visibilidad de la traza horizontal c, de la superficie note- 
mos que la perpendicular a EY por F,, punto en que se cruzan €; 
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y V¡A;, encuentra primero Cs, luego W242. En consecuencia, V¡A, es 
visible. no así el arco B¡D,C, de la traza Ci. 


; (3) / 
Ue. : , 
“Sib rito - 

36 Frente 


Frac. 333 


3.— La figura 335 da la representación de tres conos en posicio- 
nes particulares distintas. 


255 


SUPERFICIES CONICAS 


4.-- Dada una superficie cónica es fácil determinar uma de las 
proyecciones de un punto de la superficie cuando se conoce la vtra 


proyección del punto. 


Sca (fig. 336) la superficie cónica determinada por su traza hori- 


zontal y su vórtice. 


o T 
sE ze 
Poo; 
| ES arriba : 
| Y ¡ 
z E 
SS 9 
De 
> 
—1g V 
6 Ea 
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Para localizar un punto de la superficie se aplica un criterio aná- 
logo al establecido en $25. Se dijo entonces que para que un punto 
rteneciese a un plano bastaba que perteneciese a una recta del plano. 
emos ahora: un punto pertenece a una superficie si pertenece a una 
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línea de la superficie. En el caso de la superficie cónica la línea más 
simple a la cual se recurre es la recta. 

Supongamos entonces que se conoce la proyección horizontal Py 
del punto de la superficie cónica. Supongamos además que P, es visi- 
ble. Hallar la proyección Pz. 


Fic. 335 


La recta V,P, es, evidentemente, la proyección horizontal de ln 
generatriz a la cual pertenece el punto P. Su proyección verticw 
es V242. Una línea de referencia por P, determina Pz, invisible pu» 
serlo también V2 Az. 

La proyección P, ha sido considerada visible. Puede, natural 
mente, ser también invisible. La generatriz correspondiente será en 
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287 
tonces V,B;,, y Pl será la proyección vertica] de 
yección Po es visible por serlo V. B,,. 


Análogarnente, si la proyección dada es Q, y se establece que 
es visible, se halla en Q; la proyección (invisiblej «del punto. 


l punto, Fsta pro- 


Fic. 336 


174. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE CONICA 


1. -... Determinemos el plano tangente a una superficie cónica por 
un punto de la misma. 

Supongamos (fig. 337) un cono circular recto y un punto P de 
tu superficie. El plano tangente debe contener la generatriz VÍ1, que 


pasa por P, y la tangente en A a la traza horizontal del cono. Das 
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rectas VH y 1 son, pues, las que determinan el plano pedido. $1 se 
quiere, pueden hallarse las trazas del plano. 


2. — Determinaremos ahora el plano tangente a una superficie 
cónica por un punto exterior a la musma (fig. 338). 

Sea P el punto exterior. 

El plano que se pide debe contener el punto P, el vértice V y la 
tangente por la traza horizontal Q de la recta VP a la traza horizontal 
de la superficie, De aquí, entonces, la siguiente construcción: 


Fra, 337 


Se determina la recta VP y se halla su traza Q sobre el plan 
de la base (plano horizontal en ruestro caso). Se conducen par () 
las tangentes 1, y 1, a la base, y entonces los planos determinados |» 
las rectas VP y QH o VP y QH” son los planos tangentes pedidos. “4 
trazas son (u1, da) y (Br, P2), respectivamente. 

Se comprende que el número de soluciones es el número de tan 
gentes a la base que pueden trazarse desde el punto Q. 


3. — Veamos cómo puede determinarse el plano tangente a 1: 
superficie cónica, paralelo a una recta dada (fig. 339). 


SUPERFICIES CONICAS 


260 D. Di PIETRO. — GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


El plano buscado debe contener una recta paralela a la duda, 
pase por el vértice y contener la tangente por la traza horizontal de 
aquella paralela a la traza horizontal de la superficie. De aqui, en: 
tonces, la siguiente construcción: - 


Fic. 339 


Se conduce por el vértice V la paralela s a la recta dada r. 5e 
«determina su traza horizontal S. Desde S, se conducen las tangenic- 
S,¡R, y S¿R; a la base. Los planos determinados por las rectas VS y SN 
o VS y SR' son los planos tangentes pedidos. Sus trazas son (01, 4») 
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y (61, Bo), respectivamente. Las generatrices de langoncia son VI y 
VEA”. El número de soluciones es igual al número de tangentes que 
pueden trazarse por $1 a la base de la superficie. 


875. SECCIONES PLANAS DE SUPERFICIES CONICAS 


1. —La intersección de un plano con una superficie cónica da una 
curva cuya naturaleza depende de la directriz de la superficie. Asu 


Frc. 340 


miendo un número suficiente de elementos de la superficie, la inter- 
sección de cada uno de éstos con el plano secante proporciona los pun- 
tos necesarios para el trazado de la curva sección. El principio básico 
general es, pues, semejante al utilizado en el caso de los poliedros y, 
en especial, de las pirámides. 


262 D. Di PIETRO. — GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


De los elementos utilizables los más simples son las generatrices. 
Se trata entonces de hallar la intersección de cada generatriz elegida 
con el plano secante. El procedimiento resulta un tanto laborioso por 
el elevado número de generatrices que deben utilizarse para el_acer- 
tado dibujo de la sección. Por esto a menudo se recurre a planos auxi- 
liares que pasan por el vértice y que entonces cortan la superficie 
según dos generatrices y el plano secante según una recta. Los puntos 
cornunes a aquellas generatrices y a esta recta son puntos de la sección. 


2. —En la figura 340 se ha considerado un cono elíptico oblicuo, 
cortado por un plano de canto ABC. 

La generatriz V, corta el plano de canto en el punto P. Las gcne- 
ratrices Va y V”, en los puntos Q y Q”, y así sucesivamente. Unidos 
los puntos de intersección se obtiene la sección. 

Por rebatimiento sobre el plano vertical se halla su verdadera 
magnitud. 


3.—Si el plano secante no fuese de canto, puede hacerse tal 
mediante un cambio de planos. Se procede entonces como en el caso 
anterior y se vuelve después a los planos primitivos de proyección 


(fig. 341). 


4.-— Los casos más frecuentes de secciones cónicas se refieren a 
conos rectos circulares. A ellos nos referiremos, pues, en este número 
y en los siguientes. 

Si el plano secante es horizontal, es decir, perpendicular al eje 
de rotación, la curva según la cual es cortada la superficia del como 
es una circunferencia tanto más pequeña cuanto más cerca del vértice 
está el plano. Si el plano secante es oblicuo y no paralelo a ringuna 
generatriz, la sección es una elipse. 

Supongamos entonces (fig. 342) un cono de revolución con la 
base sobre el plano x, y sea a el plano secante. En vez de hallar las 
intersecciones de cierto número de generatrices con el plano dado a, 
como hicimos en 2, recurriremos a planos auxiliares que pasan por 
el vértice, y para simplificar las operaciones los elegiremos con sus 
trazas horizontales paralelas a la traza horizontal del plano. 

Vista la figura espacial, hagamos la representación del problema 
(fig. 343). | 

Para hallar las trazas de un plano auxiliar f ucterminemos su 
horizontal Á que pasa por el vértice V. Basta conducir por V, la pa- 
ralela A, a la traza a, y luego por Va la paralela ho a la línea de tierra; 
h, y he son las proyecciones de la horizontal buscada. Es fácil dibujar 
entonces las trazas [1 y Ba del plano auxiliar. Podemos fijar ahora el 
punto común a las trazas verticales de todos los planos auxiliares que 
se utilicen. No es sino la traza vertical Ra de la horizontal_A.. 

Antes de hallar puntos cualesquiera de la sección determinemo: 
los puntos notables, El punto más alto y el más bajo se encontrarán 
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con los planos auxiliares cuyas trazas horizontales pasan por las trazas 
horizontales de las generatrices V/) y VC contenidas en un plano per- 
pendicular a la traza as del plano secante. Cor más precisión, el plano 


Fiz. 341 
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que pasa por D, determina el punto más alto, M; el que pasa por €, 
determina el punto más bajo, N. 

Para tener los puntos Jaterales sobre el contorno aparente, sé 
utilizan planos auxiliares que pasen por las trazas horizontales de las 
generalrices VÁ y VB, porque estos planos cortan la superficie según 
las generatrices del contorno aparente vertical, determinando los pun- 
tos P y Q. Los otros puntos se determinan de la misma manera y, 


ygenerarrices sequn las 
cuales el plano f3 corla 


la superficie. 


inPegeeccion de X y (3 


is 
A 
Y — A 
! 
/ 
TT Po 
e, 
e , 
£ Sos 
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unidos luego mediante trazos continuos, nos dan dos elipses, que son 
las proyecciones de la sección buscada. 

Para obtener la verdadera magnitud de la sección se puede rc 
batir sobre el plano vertical, pero en vez de rebatir punto por punto, 


empleando el método general, se ha procedido, para simplificar Viso. 
construcciones, en esta otra forme. 


Se ha rebatido sobre 31 primero ay y luego las horizontales que 


pasan por distintos puntos de la sección, operaciones que saben 
efectuar. 
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Futonces, por ejemplo, la intersección de la perpendicular por Po. 
a la traza a», con el rebatimiento de la horizontal que pasa por 2, 
es el rebaiumucnto de este punto de la sección sobre el plano me. Y as 
para los demás puntos, obteniéndose la elipse que da la verdadera 


Frio. 343 


magnitud pedida. Para el desarrollo se ha supuesto abierta la sw 
rficie a lo largo de la generatriz VD. Hecho centro en O, con radio 
OD igual a V247 (verdadera magnitud de la generatriz), se describe 
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un arco, y sobre él se llovan las longitudes absolutas de los arcus de la 
base comprendidas entre las sucesivas generatrices, empezando por 1D): 


“DE = DE,, “EF = EF, etc. 
Uniendo los puntos D, E, F, ..., con O se tienen las generatrices 
correspondientes (fig. 344). 
El arco del sector circular obtenido tiene, evidentemente, una 
longitud igual a la longitud 1C,¡D, de la circunferencia de la base. 


Fic. 344 


El ángulo del sector es, como se sabe, 


_ 360% :r 
w = ——_—— 
g8 


siendo r el radio de la base y g la generatriz. 

Como resultado del corte producido quedó marcada una clyw 
sobre la superficie cónica considerada. Extendida ésta sobre un plan» 
aquélla también se extiende, dando una curva especial que es la frow 
formada de la sección. Para dibujarla es necesario llevar sobre cul: 
seneratriz del desarrollo la parte comprendida entre la base del 10 
y la sección. Si se tomasen las partes de generatrices directament 
sobre la representación vertical, sería erróneo, pues, salvo las del cu 
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torno aparente vertical, 
ces hacerlas g 


no están en tamaño real. 
irar hasta colocarlas paralelamente 


Es necesario enton- 
a nno de los planos 


plo, en cuya posición coincidivían 
). Como la cota de cada punto de 
lkircción no varía al hacer el giro, para hallar el tamaño real de las 
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partes de generatrices del tronco basta conducir por la provección 


vertical de cada uno de los puntos de la sección paralelas a £7 hasta 


encontrar Va 42, y entonces el segmento A2M”, por ejemplo, es la 


verdadera magvitud del segmento D.Mo. 
Y así para los otros. 


Transportados después sobre el desarrollo de la superficie lu 
segmentos obtenidos se obtiene en 1, 2, 3, 4, , la transformada + 
la sección, 


5.-—El hallazgo de la sección plana se simplifica notablenient 


por medio de la homología. 
En la figura 345 se ha considerado el mismo problema antenw 
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Se ha doterminado primero ue punto 4 de la sec 15 hallado la 
intersección de la generateiz VS con el plano a mediado «empleo 
del plano auxiliar P. 

Lueso, por homología, se determinaron los puntos necesarios pare 
el trazadi de la proyección horizontal de la sección. Lineas de refe 
rencia Íijaron. después la proyección vertical. Fi centro de homología 
ha sido, naturalmente, el punto V,, y au e eje de homología. 

Por afinidad se ha obtenido ei rebatimiento de la sección sobre el 
plano horizontal. 

El plano tangente en Ra la sección contiene la sgervoraleia VE, 
Tiene como traza horizontal la tangente por el punto 2 a la circunte. 
rencia de la base. Por otra parte, la tangente a la sección en R es la 
intersección del plano tangente a la superficie em eso punto y del plano 
secante. Como las trazas horizontales de esos dos planos se encuentraz 
en L, la recta FR será la tangerle en HH a la sección. 


Fic. 347 


Es fácil notar en la proyección horizontal que la tangente TR, 
a la sección y la tangente T12x a la circunferencia son homológicas. 


6. — Como caso particular se ha considerado en la figura 348 un 
plano secante perpendicular al plano vertical y no paralelo a ninguna 
generate. La sección es también una elipse. 

Una pequeña advertencia conviene hacer con respecto a la deter- 
minación del punto Dj. Como su generatriz es de perfil, bubo necesi 
lad de araris Íiasta hacerla paralela al plano vertical. El punto 2. 
in trasladó asta 12%, proyectado horizontalmente en Dj. Deshecho e! 
Biro se encontró D,. En la misma forma se procedió con Xy. 

Por rebatimiento sobre el plano horizontal se obtuvo la verdadera 
magnitud de la sección, 


a 
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En la figura 347 se ha hecho el desarrollo de la superficie con 
la trausformada de la sección. 

Para trazar la tangente FT a la transformada de la sección basta 
marcar PT igual a FT, de la figura 346, pues en el espacio, FT 
es hipotenusa de un triángulo rectángulo que tiene como catetos el 
segmento FF de generatriz y FT. 


Fic. 348 


7.-—El plano secante puede ser paralelo a dos generatrices de la 
superficie cónica, es decir, vertical, en el caso particular que conside 
ramos. La sección obtenida es entonces hipérbola (fig. 348). 

Para determinarla pensemos ante todo que su proyección hon 


zontal coincide con el segmento ÁsB, de traza horizontal del plane 
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Si entonces proyectamos los puntos As y Bi sobre la linea de tierra. 
tendremos en As y Bo los puntos más bajos de la proyección vertical 
de la sección. Para hallar otros putos podríamos considerar na 
serie de generatricos de la superficie, en forma análoga a lo que se 
hizo en 2 de $75, o recurrir a planos auxiliares horizontales que cor- 
tarían la superficie según paralelos y el plano secante según rectas 
horizontales, de proyección horizontal común /. Los puntos A, B, 
€, D, ..., comunes a los distintos paralelos y a esas horizontales, son 
puntos de la sección buscada. Unidos mediante un trazo continuo dan 
las proyecciones de una rama de hipérbola. 

El punto más alto, J, es dado por el paralelo tangente a la traza da. 


Ptc. 349 


A la izquierda de la figura se ha determinado, por rebatimiento 
sobre el plano vertical, la verdadera magutud de la sección. 

La figura 349 da el desarrollo de la superficie cónica con la trans- 
lurmada de la sección. Los segmentos de generatrices lan sido toma- 
dos en tamaño real mediante la ya conocida rotación. 


8.--- Si el plano secaute es paralelo a una sola de las generatricos 
lle la superficie, la sección producida es una parábola (fig. 350). 

Después de cuarto se ha visto bastan pocas explicaciones para 
entender la representación de las operaciones realizadas. 

El plano secante a es perpendicular al plano x2; en consecuencia, 
el segmento de traza vertical Á2B, es la proyección vertical de la 
tección. Una línea de referencia por B, determina B,, proyección ho. 
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rizontal del vértice de la parábola. Los puntos 4, y Cs corresponder, 
en cambio, a los puntos más bajos de la curva. 

Para obtener puntos intermedios se recurre a planos auxiliares 
horizontales. Uno de éstos, el B, por ejemplo, corta Ji superficie según 
el paralelo p y el plano a según la recta e; sus puntos de intersección 
D y E son puntos de la curva. Y así para los otros. 


Fic. 350 


Como en los demás casos, se ha trazado la tangente a la sección 
en uno de sus puntos D conduciendo primero la tangente t, a la bie 
y hallando luego, por homología, t:. 

Por rebatimiento sobre el plano vertical se obtiene la verdadera 
magnitud de la sección, 
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EJERCICIOS 


92. Los puntos A, B, C y D, de los cuales se 
da una sola proyección, pertenecen a -la 
superficie lateral del cono de revolución re- 
presentado en la figura, Hallar la otra 
proyección, Con las notaciones Az(i) o 
Ba(v) queremos indicar que el punto A 
es invisible, o que el punto B es visible, 
en proyección vertical. 


EJexcicio 92 


93. Hallar la proyección que falta, de cada uno de los puntos que se indican, 
pertenecientes a las respectivas superficies crónicas. 


EJeErcicio 93 


94, El segmento AB es el eje de un cono rec- 
to circular. B es el centro de la base, sien- 
do 3cm el diámetro correspondiente. Dar 
la representación del cono. 
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j i 95. Construir el plano tangente en P a 

la superficie cónica que se indica. Ha- 
| cer lo mismo en otro punto Q. Expre- 
| FT ser cuáles son las rectas que indivi- 
A A ÁÁ dualizan cada plano tangente. 


Ejercicio 93 


95. Construir el plano tangente por 
P, a la superficie cónica que se 
indica. 


EJErcicio 97 


97. Construir el plano tangente a l» 
superficie cónica que se jul 
ca, sabiendo que debe ser pin 
lelo a la recta AB. 


EJERCICIO 96 
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98. Hallar la sección producida por 
el plano ABC en la superficie 
cónica de la figura. 


le. 
EJERCICIO 98 


99. Hallar la intersección de la 
recta AB con la superficie 
cónica que se indica. 


EJERCICIO 99 


100. Hacer el desarrollo del tronco de 


cono oblicuo determinado por el 
vlano a. 


AD DE INGE 


NIER/, 
y A, 
sa SD 


CariruLo XVII 
SUPERFICIES CILINDRICAS 


$576. REPRESENTACION 


1.-— Una superficie cilíndrica resulta individualizada si se cono- 
cen las proyecciones de la directriz d y las proyecciones de la dirección 
r de la generatriz (fig. 351). 
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Dados estos clementos pueden determinarse licilmente cuantas 
generatrices se desean, trazando desde puntos de la directriz, puato P, 
por ejemplo, paralelas a la dirección r. Las trazas de un número sufi 
ciente de gencratricos permiten dibujar las dos trazas de la su perftcio 
cilíndrica. En la figura se ha dibujado solamente la traza horizonta] TA 
El contorno aparente de la superficie sobre el plano horizontal hállese 
limitado por las rectas AB, y CD, tangentes a su lraza horizontal o 
a la proyccción horizontal de la directriz. 

Sobre el plano vertical las rectas EoFs y Gala, tangentos a la 
traza vertical (no dibujada) de la superficie o a la proyección ver. 
tical de la directriz, limitan el cuntorno aparente 

Esas rectas pueden obtenerse trazando las líneas de referexucia 
EiEs y G¡G», tangentes a la traza Fx, y hiego por E, y Ga, para- 
lelas a ra. 


2.-— Si es conocida una de las proyecciones, Q1, por ejemplo, de 
un punto Q de la superficie cilíndrica, se encuentra en seguida la otra 
proyección Q2 dibujando la proyección horizontal £1 de la generatriz 
que pasa por Q (fig. 351) y determinando luego £2 mediante una 
paralela a r2. El punto Q == (Qí, Q2) es visible sobre ambos planos (*). 


3.-— Como caso particular se ha representado en la figura 352 
un cilindro recto en dos posiciones distintas. : 

En la primera el eje del cilindro es perpendicular al plano h»- 
rizontal. 

En la segunda el eje es una frontal. Las bases del cilindro situa- 
das en planos de canto se proyectan verticalmente según segmentos 
de recta iguales al diámetro de las bases mismas, Horizontalmente se 
proyectan según dos elipses de fácil construcción. En efecto, de los im- 
finitos diámetros de las bases hay dos que, siendo perpendiculares 
en el espacio, tienen sus respectivas proyecciones horizontales también 
perpendiculares: son, refiriéndonos a la base superior, los diámetros 
MN y RG, uno perpendicular y otro paralelo al plano vertical. Sus 
proyecciones serán, pues, ejes de la elipse. Tomando entonces MN, 
perpendicular a A,B,, de longitud d, se tiene el eje mayor; luego, 
mediante líneas de referencia por Ra y Q2 se limita el eje menor O 


4. — La figura 353 da la representación de un cuindro oblicno de 
base circular contenida en el plano horizontal. 

- Son conocidos el centro O de la base y el eje e. El contorno apa- 
rente sobre el plano horizontal es dado por las tangentes a la base 
paralelas a la proyección horizontal del eje. 

Antes de hallar el contorno aparente sobre el plano vertical deter- 


(*) Dada la proyección horizoutal Q, de un punto de la superficie quedan de- 
darminados en general dos puntos de la superficie: 0=(0, ly) y Q = (0, Qp- 
late último no marcado en la figura. 


278 D. DI PIETRO. — GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


minemos la traza vertical de la superficie cilindrica. Basta para esto 
unir las trazas verticales de un número suficiente de generatrices. En 
la figura se han considerado ocho generatrices, obteniéndose en A4B.Co 
DaF:GoHa la proyección vertical de la traza vertical. 

Las rectas por la y 52 paralelas a e, limitan lateralmente el con- 
torno aparente sobre el plano vertical, Ellas son, además, tangentes 
a la proyección vertical de la traza vertical. 


Fic. 352 


$77. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE CILINDRICA 


1.—Por un punto dado de una superficie cilíndrica queremo 
hacer pasar un plano tangente a la superficie. 
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Fl plano tangente resulta determinado por la generatriz que pasa 
por el punto y por la tangente a una curva de la superficie en ci pure 
to en que la generatriz de contacto encuentra la curva (1 de $69). 
Como curva de la superficie podemos considerar la propia braza. 

Sea entonces P el punto de una superficie cilíndrica dada por su 


traza horizontal y una gencratriz y (Lig. 354). 


Frio. 353 


Se traza la generatriz p que pasa por P y luego la tangente t; 
mn M, a la traza horizontal de la superficie. El plano a determinado 
por p y £ es el plano pedido. 
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2. — Queremos determinar ahora el plano tineemeo a usa caper 
ficie cilíndrica por un punto exterior. 

El plano buscado debe contener una generas de la siperficie 
y también la paralela por el punto dado a las geveratrices 

En la figura 355 se da un cilindro mediante su bas creadas v da 
dirección de sus generatrices. El punto exterior es 7. 

Se conduce por P la paralela p a las gencratrivo. Ella encuentra 
el plano de la base en el punto T. Por 7, se comlocon los rectas 74, 


Frc. 356 


TS, tengentes a la base, y hay entonces dos soluciones: el plano 
PTE y el plauo LTS, ambos tangentes a la superficie del cilindro. 

Imagitado el eslindro como un cono cuyo vértice está a distancia 
Infinita de la base, este problema no es sino un caso particular del 
problema análogo referente a una superficie cónica. 


3. --- E plato tangente a una superficie cilíndrica puede ser para- 
lelo a una recta dada. Debe contener entonces una generatriz y ser 
paralelo al plano determinado por la recta dada y la paralela por um 
punto de ésta a las generatrices de la superficie (fig. 356). 
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Trátese entonces de un cilindro circular oblicuo y sea r la recte 
dada (fig. 357). Por el punto P de r se conduce la paralela s a las 
generatrices y se determina la traza 07 del plano formado por r y s. 
El problema queda reducido al trazado de tangentes a la base del 
cilindro paralelas a as. Una de las tangentes es la recta li, que 


hz 


a E 


Exc. 357 


permite individualizar la generatriz AB de tangencia. El plano qu 
forman las rectas £ y AB es el plano buscado. Hay otro plano tambn: 
solución del problema: es el obtenido al trazar la segunda tango! 
a la circumferencia de la base, paralela a la traza 01. 


$ 78. SECCIONES PLANAS DE SUPERFICIES CILINDRICAS 


1. —En general, un plano a (fig. 358) corta todas las general! 
de una superlicie cilíndrica, determinando una cierta curva Cc. 591! 
plano es paralelo a las generatrices, la sección producida está fornu»t- 
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por tantas generatrices como son los puntos de intersección del plano 
secante, f, por ejemplo, con la directriz (o con la traza de la su- 
perficie). 

Si la superficie cilíndrica es circular, toda sección plana es una 
elipse (en particular, una circunferencia o dos rectas cuando el pleno 
secante es perpendicular o paralelo al eje de la superficie). 


2. -— Para hallar la sección plana de una superficie cilíndrica, en 
el caso de ser cortadas todas las generatrices, pueden emplearse los dos 
métodos generales siguientes: 


Ero. 358 


1* Hallar la intersección del plano secante con un número sufi- 
clonte de generatrices. Unidos mediante un trazo continuo los puntos 
obtenidos resulta la curva pedida, : 

2% Recurrir a planos auxiliares convenientemente elegidos que 
sorten, por ejemplo, la superficie, según dos generatrices o según cur- 
vas paralelas a la directriz (o a la traza) de la superficie misma. Los 
putos comunes a estas intersecciones y a las rectas según las cuales 
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el plano secante dado corta cada plano auxiliar sou puntos de la sec- 
ción buscada. 


3. — Trátese, por ejemplo, de un cilindro circular oblicuo (Ggu- 
ra 359) cortado por un plano ABC. 

Siguiendo el primer método hallaremos la intersección de algunas 
generatrices con el plano dado, 

Empecemos con la generatriz DE, que limita horizontalmente el 
contorno aparente de la superficie. 


Fic. 360 


El plano que proyecta DE sobre el plano vertical corta ABC según 
ln recta MN. El punto P, en que se encuentran MN y la generatriz 
DI, es la intersección de ésta con el plano ABC; tenemos así un punto 
ile la sección. Como Dalia es proyección vertical de D,E,, pero tam- 
blín de F,G,, la misma recta MN permite determinar un segundo 
punto Q de la sección. 

En la misma forma se procede con la otra generatriz HI del con- 
lirno aparente horizontal, obteniéndose los puntos P” y Q”. 
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Consideradas después las generatrices JK y LLL, que limitan so- 
bre el plano vertical el contorno aparente, se obtienen los punios R y $. 

Otra generatriz cualquiera, XY, por ejemplo, da su propio punto 
de intersección T y también 7”, pertenecientes a la generatriz cuya 
proyección vertical coincide con la de XY. 


4.-— La figura 360 da la imagen espacial de un cilindro cortado 
por un plano a. Para hallar la sección empleando el segundo método 
pueden utilizarse planos auxiliares, tales como el $, por ejemplo, para- 
lelos a las generatrices y paralelos también a la traza «1 de a sobre el 
plano que contiene la directriz d. La superficie es cortada por estos 
planos auxiliares según generatrices, tales como a y b, y entonces los 
puntos M y N, en que la intersección AB de u y $ corta a y b, sox 
puntos de la sección. 


5. — Trátese, como ejemplo, de un cilindro recto circular (figu 
ra 361) cortado por un plano cualquiera, a, dado por sus trazas. 

El plano vertical $ es paralelo a las generatrices de la superficie 
lateral del cilindro dado. y su traza f, es paralela a la traza a del 
plano secante. Corta la smperficie según las generatrices a y b y el 
plano secante a según la horizontal (71, ha). Los puntos A y B, comu 
nes a las generatrices a y b y a la horizontal A, son puntos de la sección. 

El empleo de un número suficiente de planos auxiliares para 
lelos al f permite hallar los puntos necesarios para el trazado de Ja 
sección, que es una elipse cuya proyección horizontal coincide con lo 
proyección horizontal de la base del cilindro y cuya proyección ver 
tical es A2B2D2C2. Son puntos notables de la sección los puntos As y 
D, del contorno aparente vertical, determinados por los planos aux 
liares cuyas trazas horizontales pasan por 41 y Di; los puntos mu. 
bajo y más alto, Ma y Noa, determinados por planos cuyas trazas hori 
zontales son tangentes a la circunferencia de la base, y los puntos ?”. 
y Q2, determinados por el plano que corta la base según un diámetro 
La verdadera magnitud de la sección ha sido obtenida rebatiendo sans 
el plano horizontal, Por afinidad pueden determinarse cuantos punt. 
se necesiten, En particular, el rebatimiento de Jos segmentos MN y PO 
dan los ejes de la sección elíptica. 

La tangente en un punto B de la sección es, como se sabe, la in 
tersección del plano secante y el plano tangente a la superficie ciln 
drica a lo largo de la generatriz que pasa por B. La traza horizontal 
de este último plano es y, tangente en B, a la circunferencia de la 
base. La traza horizontal de la intersección de ambos planos es en 
tonces 7,To, y como esta intersección debe pasar por B, la recta ll 
será la tangente buscada. 

En la figura 362 se ha dibujado el desarrollo de la superficie «del 
tronco, cortada a lo largo de la generatriz que pasa por M. 

La superficie desarrollada tiene como eje de simetría la generatri: 
que pasa por el punto más alto, N, de la sección. Los puntos de 1nll- 
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xión de la transformada de la sección corresponden a los puntos P y Q, 
determinados por el plano auxiliar que pasa por el centro O de la base. 

La tangente en el punto B de la transformada resulta determinada 
tomando B,T, = B,T, de la figura 361. 


Fio. 361 
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E ES 
0. —desarrollo de la circunferencia: dde la base ————= 


Fic. 362 
3.— La figura 363 da la sección de un cilindro recto mediant:: 


un plano de canto. Se ha dibujado también el desarrollo de la super 
Bicie del tronco (fig. 363 bis). 
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879. INFERSECCION DE UNA RECTA CON UNA SUPERFICIE 
'CMINDRICA 


1... Se hace pasar por la recta un plano auxiliar que corte la 
superficie en la ferina más simple. Los puntos P y Q, comunes a la 
sección producida y a la recta AB dada, son los puntos de entrada y 
salida de esta recia en la superficie cilíndrica (fig. 364), 


plonoJauriliar 


plono availliar 


Frc. 364 
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2. —Sea (fig. 365) un cilindro oblicuo y una recta a. El plano 
auxiliar que produce la sección más simple es el que pasa por la recta 
y es paralelo a las generatrices. 


Pio. 305 


Por un punto 2 cualquiera de la recta a conducimos la paralela ! 
a las generatricos, Fl plano determinado por las rectas a y b corta le 
superbicie según las ge eiaaNcOS CD y EF. Los puntos P y Q, comu 
nes a estas dos rectas y a la recta dada. son los dos puntos peduh- 
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3.— La figura 366 se refiere, como caso particular, 


a un prisma 
recto atravesado por una recta a. 
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Ejercicio 101 


102. Determinar la sec- 
ción producida en 
el cilindro indicado 
en la figura, por el 
plano ABCD. 


EJERCICIOS 


101. Hallar la proyección hori- 
zontal del punto 2 de la su- 
perficie cilíndrica represen 


E tada. Determinar el plano 
tangente en P a la super 
ficie. 


Exercicio 102 
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Exercicio 103 


104 Hallar los puntos de in- 
¡AT o ! y T tersección de la recta 7 

: i coca la superficie cilidri- 
ca que se indica. 


EJERCICIO 104 
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Capriruio XVIII 
SUPERFICIES DE REVOLUCION 


$ 80. REPRESENTACION 


1. — Una superficie de revolución queda perfectamente definida 
si se conoce el eje y una curva meridiana. 

El eje es considerado generalmente vertical (fig. 367). 

Entre los infinitos meridianos de la superficie conviene repre: 
sentar aquél cuyo plano es paralelo a xj. Se le llama, como ya sobe 
mos, meridiano principal. En proyección vertical aparece en verdá- 
dera forma y magnitud; en proyección horizontal coincide con la traza 
homónima del plano que lo contiene, Cada paralelo de la superficie 
se proyecta horizontalmente según una circunferencia de centro O), y 
radio igual al del propio paralelo; verticalmente, se proyecta sogún us 
segmento igual a su diámetro y paralelo a LT. 

La proyección horizontal de un meridiano cualquiera, Ll comcide 
con la traza homónima f, del plano que lo contiene. 

En lo que concierne a la proyección vertical, puesto que el mer: 
diano principal puede ser considerado como rebatimiento de un mer 
diano cualquiera de la superficie sobre el plano vertical, se tendrá una 
afinidad homológica entre las proyecciones verticales de ambos meri 
dianos, siendo es el eje de afinidad y la perpendicular a es la dirección 
de afinidad. 

En cuanto al contorno aparente sobre el plano :ts, es dado por la 
proyección vertical del meridiano principal; sobre el plano horizontal 
es dado por uno o más paralelos, según la superficie considerada. 

2. — Dada una de las proyecciones, P,, por ejemplo, de un punto 
perteneciente a una superficie de rotación, hallar la otra proyección /', 
(fig. 368). 

El paralelo que pasa por P, se proyecta horizontalmente según 
la circunferencia de centro O, y radio O,P,. 

Las líneas de referencia por los extremos A, y Bs del diámelr» 
paralelo a LT' de esa circunferencia encuentran el meridiano prince: 
pal en los puntos (As, B2) y (A, B;), determinando dos segmentos, 
A2zB, y ALB, proyecciones de dos paralelos de igual radio y cuy: 
proyecciones horizontales se confunden en la única circunferencia de 
centro O, y radio OP. 

Considerando entonces uno u otro de esos paralelos se tiene /”, 
o P. como proyección vertical del puato considerado. 


2 . 
El problema tiene, pues, en general, dos soluciones, 
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Fic. 367 
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Hallemos ahora, corno problema inverso, aquellos eventuales pun. 
tos de la superficie conociendo la proyección vertical Pa (fig. 369). 

La proyección vertical del paralelo al cual pertenece Pa es el seg. 
miento ÁsBs. La horizontal es la circunferencia de centro O, y radio 
OA; igual a 0.42. La línea de referencia por Ps determina sobre esa 


Fxc. 368 


Fxc. 369 


circunferencia dos puntos, Py y P;. Las soluciones del problema son, 
pues. en general, dos; en xmnestro caso, los puntos P==(P,, Pa) y 
P' == (P”, Pa). 


$81. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE DE ROTACION 


1. — La superficie es dada por su eje y por su meridiano piin 
cipal (fig. 370). El punto dado es (P,, P2), perteneciente a la su 
perficie, 
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Para hallar el plano tangente pedido bas 
gentes en P a dos lineas cualesquiera de ] 
El plano individualizado por esas dos 1 

Las dos líneas pueden ser el paral 
pertenece E, 


ara delerniinar laz bu 
a superficie, que pasas por? 
angentes es el plano pedido. 
do y el meridiano a los tuales 


eo Ss 


Fira. 370 


La tangente por P al paralelo se proyecta horizontalmente según 
la tangente z, por P, a la circunferencia de centro O, y radio OP,. 
Su proyección vertical t, es paralela a LT. 

La tangente por P al meridiano que pasa por él es una recta con- 
tenida en el plano del meridiano. Horizontalmente, se proyecta según 
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£, sobre la traza horizontal del plano. Para hallar su proyección ver- 
tical 2, recordemos que el meridiano principal y otro meridiano cual- 
quiera son figuras afines; y afines serán las tangentes en dos puntos 
correspondientes de dos meridianos. 

Se traza entonces la tangente por P2 y se une P.¿ con el punto M 
en que aquella tangente encuentra el eje de afinidad e». La recta 
MP es la proyección vertical de la tangente al meridiano que pasa 
por P. 

El plano a, formado por las rectas f y Y, es entonces el plano 
tangente en P a la superficie dada. 


2. — Hay otro procedimiento para encontrar el plano tangente 
a una superficie de rotación en uno de sus puntos P. Recordemos 
(4 de $ 70) que ese plano es también tangente a la superficie cónica 
circunscripta a la superficie de rotación, según el paralelo al cual 
pertenece el punto. 

Bastará entonces determinar la superficie cónica circunscripta 
y trazarle por P el plano tangente. 

Es lo que se ha hecho en la figura 371. 

Si AsBo es la proyección verlical del paralelo al cual pertenece P 
las tangentes al meridiano principal por Az y Ba dan las generatrici 
del contorno aparente de la superficie cónica circunscripta. 

El plano tangente a esta superficie auxiliar debe contener f 
$ 74) la generatriz VH que pasa por P y la tangente en Ha la taa 
horizontal de la superficie cónica. 

Su traza horizontal «1 coincide con la tangente a la traza homo 
nima de la superficie. Para determinar la traza as habria que encon 
trar la traza vertical de la generatriz VH, o bien, ya que P es pull 
del plano, trazar por él una horizontal h, hallar su traza vertical / 
y hacer pasar 02 por To. 


3. — Un tercer procedimiento consiste en utilizar como superte 
auxiliar la superficie cilíndrica circunscripta a la superficie sa 
según el meridiano al cual pertenece el punto. Las dos superlicios 11 
nen en el punto considerado el mismo plano tangente. Todo se redios 

. pues, a reproducir un problema conocido. 


4. — Si nos proponemos hallar el plano tangente a una supero 
de rotación por un punto exterior a la misma, todo puede ser redu 1! 
a trazar un plano tangente a la superficie cónica circunscripta « | 
superficie de rotación, siendo vértice el propio punto exterior |! 
problema tiene, en general, como es fácil comprender, infinitas <ul 
ciones. Para determinarlo habría que hallar la línea de contacto * 
ambas superficies y fijar sobre ella el punto de tangencia. 


5.— Veamos entonces cómo se encuentra la línea de contarlo +! 
una superficie de rotación y de una superficie cónica a ella :- 
cunscripta. 
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PA 


Fic. 871 


A 2 E 


Trátese de la superficie de rotación de eje e y meridiano prin- 
cipal m (fig. 372) y sea V el vértice de la superficie cónica cir- 
cunscripta. 

El método general usado más o menudo consiste en recurrir a 
mperficies cónicas de rotación, auxiliares, circunscriptas a la super- 
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licie dada a lo Jargo de distintos paralelos. Deterninada una de estas 
superficies cónicas auxiliares, podemos trazarle por el punto Y los 
planos tangentes. Cada uno de éstos será tangente a la superficie có- 
nica a lo largo de una generabriz y tangente también a la superficie 
dada en el punto común a esa generatriz y al paralelo elegido. Este 
punto es ua punto de la línea de contacto huscada. Basta considerar 
entonces sucesivamente un número suficiente de paralelos para oblener 
los puntos necesarios para su trazado. 

Sea A2B%2 la proyección vertical del primer paralelo arbitraria- 
mente clegido; su proyección horizontal es la circunferencia de cen. 
tro O, y radio 0,4. La tangente 42M, a la superficie puede ser con- 
siderada como generatriz de una superíicie cónica Circunscripta a la 
dada, según el paralelo elegido. Se trata de trazar por Y los planos 
langentes a esta superficie cónica. 

Para simplificar la construcción de los planos tangentes que 
pasan por Y conviene admitir que tanto esta primera superficie auxi- 
liar como las siguientes tengan su respectiva base en el plano hori- 
zontal que pasa por V. Esta base se proyecta, refuiéndonos a la pri- 
mera stperficio, verticalmente según el segmento AB, horizontal. 
mente según la circunferencia de radio 0,47 . La recta que une 4 
con V tiene como iraza sobre el plano de la base el mismo punta T”, 
Las tanventes V,Z7, y Vik; a la hase permiten individualizar las gen 
ratrices MH y MK de contacto de los planos tangentes a la superfica 
cónica auxiliar, Prolongados hasta el plano del paralelo considerado 
determinan los puntos P y Q dela línea de contacto. 

Fijados otros puralelos, pueden buscarse todos los puntos nece- 
sarios para el trazado de osa línea. 

Notando que cualesquiera sean los paralelos elegidos siempre 
deben brazarse por Vy tangentes a circurferencias de centro O, +e pus 
de, para simplificar la determinación de los sucesivos puntos de Lar 
gencia, como lo enseña la Geometría Elemental. diingar da circanl: 
rencia de diámetro V/O,. 

Los puntos de la línea de contacto situados sobre e 
C y D. determinados por la circunferencia de diámetro 1,0, 
la proyección horizontal del ecuador. 

Los puntos de la curva de contacto situados sobre ebonrida 
principal se obtienen mediante las lamentos per Phoa la quere tar 
vertical de ese meridiano. Son (Z,, £,) TN 

Para encontrar los pinitos más alto y más bajo del contonne apa 
rente observemos que el plano meridiano Ylto pra por Pcmcia yo 
un plano de simetría del contorno aparente La hapentes por Voa 
ese meridiano determinarán entonces Jos puntos Tanites más alto y 
más bajo. Pero es necesario llevar previamente sobre el plano za 
lanto ese plano meridiano como el punto Y. Girando alrededor del 
eje MO, el punto V se ubica en V == (Y, Vi En cuanto al meri- 
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diano, cuya proyección horizontal está en la recta V,0,, ocupará la 
posición del meridiano principal. 

Se conducen entonces las tangentes VÍG, y V¿£z por V2 al me 
ridiano principal; los puntos de tangencia G!, e 1, determinan los pa: 
ralelos que al deshacer el giro permiten individualizar los puntos bus- 


cados (Ga, Ga) e (, La. 


$82. INTERSECCION DE UNA SUPERFICIE DE ROTACION CON UN 
PLANO 


1. —Se determina por puntos recurriendo a planos auxiliares con 
vemientemente elegidos. Los que dan secciones de más fácil consteuc. 
ción son los perpendiculares al eje de la superficie (planos horizon- 
tales) o los que pasan por él Los primeros cortan la superficie según 
paralelos, de construcción inmediata: los segundos producen secciones 
cuya proyección horizontal es la misma traza horizontal del plano 
auxiliar considerado y cuya proyección vertical es de fácil deter. 
minación. 

Uno cnalquiera de los planos auxiliares corta el plano secant: 
según una recta r, y entonces los eventuales putos de intersección de y 
con la curva c. determinada por ese mmismo plano auxiliar al cortar 
la superficie dada. son puntos de la sección pedida. 

Considerando un número suliciente de planos auxiliares se ob 
tienen Jos puntos necesarios para el trazado de esa sección, 


2. — Trátese de una superficie de rotación dada por su eje (e,. es) 
y su nieridiano principal (ma, mel (fig. 373). Sea (un, te? el plano 
secante. 

Consideremos varios planos auxiliares horizontalr-, Sea y. uno 
de ellos. Este determina en la saperbicio el paralelo que se provect: 
verticalmente según el segmento LN: horizentalnodte. <eeú la cd 
cunferencia de centro O, y radio 0,M 4: 

Fl plano secante a es cortado por ve según la recta horizontal 
(R,, Ro), y entonces los puntos A y B, comunes a esta recta y a quel 
paralelo, son puntos de la sección que se busca. 

Y así para otros planos auxiliares. 

En estas secciones interesan los siguientes pumtos notables: 

1* Los puntos sobre el ecuador. Ellos SOparan on pruyerss 
horizontal la parte visible de la sección, de la parte invisible (plane M3 

2% Los puntos que están sobre el meridiano prirerpal. Ple 
paran en la proyección vertical la parte visible de la cocción 1 
parte invisible (plano e). 

3* Los puntos más alto y más bajo, Para tos nolena que ] 
sección entera es simétrica con respecto al plano xerticalenr a 
pasa por O, y es perpendicular a «;. Como esos pruidos per berteria 
los planos a y $, pertenecerán a su intersección «1 Mio do pes 
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Fig. 374 
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tenecerán también, naturalmente, a la sección meridíana producida en 
la superficie por el plano auxiliar f. 

Debemos hallar entonces los dos puntos de intersección de la recta 
a y de la sección meridiana determinada por $. Para simplificar pro 
cederemos como en 4 del parágrafo anterior. Gitaremos la recta e y 
el plano (3 hasta colocarlos paralelamente al plano vertical de proyec- 
ción. Las nuevas proyecciones de a serán MP, y al, y la mueva 
traza de 5 será %. La sección meridiana contenida en $ sorá ahora 
el meridiano principal cortado por ( OP, a) en los puntos (Cy P 
Volviendo a la posición primitiva resultan los puntos EG y Ef buscados. 


3.—La tangente a la curva de la sección plana encontrada en 
uno cualquiera de sus puntos queda determinada como intersección del 
plano dado a y del plano tangente a la superficie en exe punto. 

En la figura 374 se ha representado la 1nisma snperficio de vota 
ción del ejercicio anterior y un punto S== ($,, S,) de la sección pro- 
ducida por el plano a. 

El plano tangente por S a la superficie puede ser hallado mediante 
cualquiera de los procedimientos indicados. Nosotros lo hicimos por 
afinidad, obteniendo así sus trazas 01 y 2. La recta t== (1). fo), imter- 
sección de los planos a y 8, es la tangente por S a la sección plana. 


4.-— Nos proponemos encontrar abora el punto de intersección 
de una recta y una superficie de rotación. 

Por la recta dada se hace pasar un plano auxiliar. Se busce 
la sección producida, y entonces los puntos comunes a esta sección 
y a la recta son los puntos pedidos. 

Es lo que se ha hecho en la figura 375. La recta dada es 
re= (11. 12). Los puntos de intersección hallados son P yOQ 


$83. SUPERFICIE ESFERICA 


1. —- La superficie esférica es una superficie de revolución enuea 
drada por una semicircunferencia que gira alrededor de su diámetro. 

Es de revolución con respecto a cualquiera de sus diámetros. » 
entonces, cualquiera sea el plano secante utilizado, la sección es siem 
pre una cireunferencia. 

En particular, si el plano secante pasa por el centro, la sección 
bs una cirernferencia máxima de diámetro igual al de la superficio 

En caso contrario la sección es uma circunferencia menor. 


2.—-En proyección de una superficie esférica sobre cualquior 
plano es una circunferencia máxima. 

La representación de una superficie esférica puede estar consti 
huúda entonces por dos circunferencias de diámetro igual al de la «1 
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perficie, y tales 
que sus centros 
O. y Oz estén 
sobre una mis- 
ma línea de re- 
ferencia (figu- 
ra 376). Puede 
tomarse como 
eje de rotación 
la vertical e, 
proyectada ho- 
rizontalmente 
en O, y como 
generatriz la 
semicircunfe- 
rencia AsBsC, 
de centro O». 
El meridiano 
priucipal es Ja 
circunferencia 
AsBaC. Do. Ca- 
da paralelo de 
la superficie se 
proyecta hori- 
zontalmente se- 
gún una cir- 
cunferencia de 
centro O, ver 
ticahmente se- 
gún nn seg- 
mento de recta 
paralelo a LT. 

La figura 377 da la determinación de-la proyección horizontal de 
un punto 2 de la superficie cuando se conoce su proyección vertical. 


Fic. 376 


3.—El plano tangente a una superficie esférica por uno de ens 
puntos. P, puede ser obtenido empleando el método general estable. 
cido para las superficies de revolución, 

Puede procederse también así: 

La recta tangente por P al paralelo que pasa por este mismo 
pumto es la horizontal h== (2, ho) (fig. 378). Por otra parte, la tan- 
Kente por P a la circunferencia determinada por el plano secante + 
que pasa por P y es paralelo al plano vertical es la frontal f== (f,, fo). 

El plano determinado por las rectas h y f es el plano tangente 
buscado, 


4. -— En la figura 379 se ha determinado la sección de una super 
ficie esférica mediante un plano de canto, 
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La proyección vertical de la sección es el segmento A2B, de traza 
vertical del plano secante. 

La proyección sobre el plano horizontal es una elipse. Un punto 
cualquiera, P, de la sección se obtiene utilizando un plano auxiliar 
horizontal $, que corta la superficie según un paralelo y el plano a 
según una recta de punta, 7. Resultan entonces simultáneamente los 
dos puntos (P,, Pa) y (P;, P,) de la sección. 


Frig. 377 


Los puntos 41 y B: limitan el eje menor de la elipse. La perpen 
dicular al segmento ALB,, en su punto medio Ca, permite hallar el es 
mayor D¡E, = AzBo. 

La intersección del plano secante con el plano del ecuador har" 
conocer los puntos Q, y Q; sobre el contorno aparente horizontal. 


5.—En la figura 380 se ha determinado la sección producula 
en una superficie esférica mediante un plano diametral. 

En primer lugar fueron determinadas las trazas (as, 02) del pla 
no mediante las proyecciones de la horizontal (A1. ho) que pasa pu 
el centro O de la superficie. 
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La sección producida es, natiwalmente, una circunferencia má- 
xima cuyas proyecciones sobre los planos 1 y ne son elipses. Que- 
remos individualizar estas elipses. 

Entre los infinitos diámetros de la circunferencia máxima antes 
mencionada hay uno, el paralelo al plano horizontal, que se proyecta 
sobre este plano en tamaño real 4,B,, segmento de la recta hi. En 


Exa. 378 


A1B, tendremos entonces el eje mayor de la elipse según la cual se 
proyecta la sección sobre el plano m1. 

El eje menor estará sobre la perpendicular por O, al segmento 
AJB,. Para determinarlo hagamos el rebatimiento sobre m, del plano 
vertical f, que contiene el diámetro cuya proyección da el eje menor. 
firando alrededor de f,, la circunferencia determinada por f en la 
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superficie se ubica en la circunferencia de centro (O) y radio igual 
al de la superficie. Como el punto 71, traza horizontal de la recta 
que contiene aquel diámetro, no se mueve, 7,(0) será el rebatimiento 
de la recta y (C)(D) el rebatimiento del diámetro, Volviendo a la 
posición primitiva se obtienen en €, y D, los puntos que limitan el eje 
menor de la elipse. Esta puede ser trazada entonces. 


Fro. 379 


En la proyección vertical se procede en forma análoga, útil: 


que el diámetro EF de la sección, paralelo al plano vertical, da eu 1! 
el eje mayor de la elipse. El otro eje se obtiene rebatiendo sobre 5. +! 
plano de canto y que contiene el diámetro cuya proyección vendo 
es el eje menor de la sección. Volviendo a la posición primitiva ¿eculto 
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en GH, el referido eje. La proyección vertical de la sección puede 
así ser construida. 


6. — Nos proponemos determinar ahora la sección producida en 
una superficie esférica por un plano cualquiera no diametral (fig. 381). 

La sección es siempre una circunferencia, pero no máxima, comio 
en el número anterior, Su centro O” no será el centro O de la super- 
ficie, de modo que lo primero que debe hacerse es ubicar las proyoc- 
ciones de O”, proyecciones que serán centros de las elipses según las 
cuales se proyecta la sección. 

La Geometría Elemental enseña que la recta que une el centro 
de la superficie esférica con el centro de una sección producida me- 
diante un plano secante es perpendicular al plano. Las normales 7, 
y raza las trazas U1 y 0e del plano secante son entonces las proyeccionos 
de la recta OO”, y el punto O' = (0%, 0%) es la intersección de r con «.. 
Por fácil y conocida se suprimió en la figura la construcción auxiliar 
de esa intersección. 

Para determinar la elipse correspondiente al plano m), pensemos 
que de los infinitos diámetros de la sección hay uno, el horizontal, AL, 
que se proyecta sobre 11 en verdadera magnitud y que dae, €11 conse 
cuencia, el eje mayor de la elipse. La paralela por O/ a la traza «1, nos 
da así la dirección del eje mayor. 

Pensemos también que hay otro diámetro, €D, de la <occión. 
perpendicular al primero, es decir, situado sobre una recta re máxima 
pendiente del plano a, cuya proyección es perpendicular a la dirección 
del eje mayor. El nos dará entonces el eje menor de la elipse. 

Conocidas las rectas sobre las cuales están. ambos ejes, hallemos 

sus longitudes. Para esto consideremos el plano B que proyecta hori- 
zontalmente el diámetro CD de la sección, y hagamos su rebatimiento 
sobre x1, girando alrededor de fi. La circunferencia máxima producida 
por $ en la superficie esférica se rebate en la circunferencia de centro 
(O) y radio igual al de la superficie. El centro O” de la sección se 
rebate en (O”) y la recta CD se ubica en R,(0'). El segmento (OD) 
es entonces el rebatimiento del diámetro CD. 
EN Volviendo a la posición primitiva queda determinado el eje menor 
TD;. Y como (C)(D) es la verdadera magnitud del diámetro de la 
sección, bastará tomar AB, = (C)(D) para individualizar el eje 
mayor. 

La elipse ya puede ser trazada. 

En forma análoga se procede para determinar la proyección ver 
tical de la sección. 


71. —Tlallemos la intersección de una recta r== (71, 12) Con una 
superficie esférica de centro O == (Os, O») (fig. 382). 

Por la recta se hace pasar un plano auxiliar. Los puntos comune: 
a la sección producida y a la recta dada son los puntos buscados. 
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Como plano auxiliar hemos utilizado el que proyecta horizom- 
talmente la recta r. 

Las perpendiculares por O, y O» a las trazas del plano auxiliar 
permiten localizar el centro (== (C,, Ca) de la sección. La proyección 


horizontal de ésta es el segmento 4,B,, verdadera magnitud del diá- 


Fo. 382 
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metro correspondiente. Si eateuce. rela oler el plano e, tanto 
la sección coro da recta, se oblicnen Jus pinos comunes (2) y (Q), 
Al deshacer el rebatimiento los puntos (P1, Pa) y (Q;, Qe) son los 
que se buscan. 


Fra, 383 


Si se quiere, puede hallarse también la proyección vertical de la 
sección, operación que, como se ha visto, no resulta indispensable en 
este problema, 
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8.-- La snperficio csférica no es deservrollable. Estudiaremos en 
tonces únicamente su desarrollo aproximado, de interés práctico en 
calderería sobre todo. 

Dos son los métodos utilizados: desarrollo aproximado por husos 
y desarrolo aproximado por zonas. 

En la figura 383 se tiene una superficie esférica dividida en doce 
partes iguales o husos por medio de meridiavos, cuyas proyecciones 
horizontales son diámetros del contorno aparente y cuyas proyecciones 
verticales son elipses. 


Fic. 384 


La superficie de un huso no ex desarrollable, Se trata entonces 
de reemplazarla por medio de una superficie plana suficientemente 
aproximada. Para esto se dibuja un rectángulo ABCD cuyas dimen- 
A A A a 


y de la circunferencia máxima, o sea, AB => longi 


siones sean AB == 15 


, S ñ —= 5 A 
tud del arco del huso tomado sobre el ecuador. y AD = a de la 


cunferencia máxima. Se marcan los puntos medios M y ÑN de los seg 
mentos AB y DO y Py Q de los segmentos AD) y BO. Se hace pasar 
un arco de circunferencia por los puntos AZ, P y ÑN, y otro por M,Q 
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y N, y entonces la superficie plaiva MONPAZ es el desarcoMo apro 
ximado de uno de los doce husos de la superficie. 

La figura 384 da, mediante este método, el desarrollo aproximado 
de la mitad de la superficie de una esfera. 

El segundo método es el desarrollo aproximado por zonas. En 
la figura 385 la superficie esférica ha sido dividida en zonas: 1, MH, 
HIT, IV, ..., mediante planos paralelos tales que 42B, == B2C) = 


is 


= CaDa = ... Reemplazados los arcos Abe BC, C¿Do, -.., por 


Fic. 386 


las cuerdas respectivas, cada zona puede ser reemplazada, con cierta 
aproximación, por la superficie lateral de un trouco de como. Ja 
zona 1L, por ejemplo, puede ser reemplazada por la superficie lateral 
del tronco de cono cuyo vértice es VÍ y cuyas bases son los circulos 
determmados por los planos paralelos de trazas verticales B¿Ba, C¿€o 

Esta zona 1l ha sido desarrollada, aproximadamente, al lado do 
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la proyeución vertical de la supertidie esforia utilizando colo rata 
del sector circular el segmento Vi Ba. 

Ia la figura 386 se ha obtenido el desarcollo de las cuatro zonas 
de la mitad superior de la superficie esfórica. 


$8 84. APLICACIONES 


i.--—En la figura 387 se ha hecho la representación de una bó- 
veda esférica. 


E —HHA—— / 

Pd dl 'U 

] PE A ES A 

y o 

l -—] A 1 E j 
| eS XA DS . eN E 
| Ñ Ay / : i NX : 1 1 
1 / / / — MÁ ] i 
ESAS A! yy YY] 
¡A | — ] 
Frc. 387 


El lector puede notar cómo las juntas de las distintas dovelas se 
proyectan sobre el plano vertical según segmentos de rectas o arcos 
de elipses. 

En la figura 388 se reproduce la cúpula de Santa María de las 
Gracias, de Milán, que tiene bóveda nural interna esférica y techo 
cónico. 
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$85. TORO 


1, — Cuando una circunferencia gira con su plano alrededor de 
una recta situada en su plano y que no corta la circunferencia hasta 
volver a la posición primitiva, se tiene una superficie de rotación 
llamada loro. 

La figura 389 da la representación de un toro cuyo eje de rota- 
ción es vertical. 


Fic. 388 


El contorno aparente sobre el plano horizontal es dado por las 
proyecciones de sus paralelos máximo y mínimo. Sobre el plano 
vertical es una línea wnixta única. 


Z.-— Dada ina de las proyecciones de un punto de la superficie, 
la vertical, por ejemplo, se determina la otra proyección empleando 
el método general dado para las superficies de rotación (fig. 389). 
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A ic lipaa 300 el panto (Ar, Az) es visible oder, e e 
e biviable sobre el 2; el (Aj, Az) es invisible sobre ambos planos. 
El puato (8,, B2) es visible sobre ambos planos; el (Bí Bo) es 
> y E . . >» +-7 tr . E 
visible en proyección horizontal e invisible en proyección vertical; lo 
nusmo ocurre con los puntos (BY, B2) y (BY? By). 


— 


Fic. 389 


3. — Hallemos la sección plana de un toro. Sea (a. (4%) el plano 
secante (fig. 391), 

Se puede recurrir a planos auxiliares horizontales. El de traza (ho, 
por ejemplo, corta la superficie según dos paralelos: +1 de radio 0,47 
y el de radio O,B,. Corta, además, el plano dado según la horizontal 
(Rs, h2). Los puntos 1, 2, 3 y 4, comunes a esta recta y a aquellos 
paralelos, son puntos de la sección buscada. 
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Y así pará otros puntos. 
Especial importancia tienen los puntos 2, 6, 7 y $, perltenecien- 


tes a los paralelos máximo y minimo, pues ellos separan en la pro- 
yección horizontal la parte visible de la invisible; y tienen también 


importancia los puntos 9, 10, 11 y 12, por ser los puntos más bajos y 
más altos de la sección. 

La tangente a la sección por uno de sus puntos se determin: 
siguiendo el método general como intersección del plano tangente 
a la superficie en ese punto y el plano secante. 
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Etc. 391 
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4.— La figura 392 da Ja sección de un toro mediante un plano 
paralelo al plano vertical y tangente en un punto de la circunferencia 


de garganta. 


Xy 


A a rr a a ii rd ICE) corel) 


O 
e A 


Fic. 392 
Sea a el plano secante, tangente en P a la superficie. Determine 


mos algunos puntos de la sección. El ecuador proporciona el punto 
(A,. 42); los paralelos más bajo y más alto proporcionan los puntos 
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(Bi, Ba) y (Cy, Ez); los paralelo: stódos endo pao di RrArado que 
pasa por M», por ejemplo, determinan los puntos (0, Da), (Ls, Ez), 
(F,, Ea), (Gs, G»), etc. 


Frio. 393 


Unidos los puntos obtenidos se obtiene la curva de la sección. 
Tiene la forma de un ocho y se llama [ermmniscata., 
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5. — Para hallar la intersección de ima recta ¿1B con va toro 
se sigue el procedimiento general conocido (fig. 393). 

Se hace pasar por la recta un plano, el que la proyecta horizon- 
talmente, por ejemplo. Se halla la sección producida por este plano, y 
entonces los puntos P y Q, comunes a la recta dada y a la sección, son 
los puntos pedidos. 


EJERCICIOS 


105. Un sólido ha sido torneado en 
la forma que indica la figura. 
Hallar la sección producida por 
el plano a paralelo al vertical 
de proyección. 


Ejercicio 105 


106. Hallar la sección producida 
por el plano a en la superficie 
que se indica en la figura. 


EJErcicio 106 
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107. lHfallar la sección produ- 
cida por el plano ABC 
en la superficie indicada 
ea la figura, 


EJercicio 107 


108. La figura que sigue es la repre- 
sentación de la superficie de un 
parnboloide, obtenida, como se 
sabe, por la rotación de una pará- 
bola alrededor de su eje, Hallar 
el plano tangente en el punto P = 
e E: 


Esexcicio 108 
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109. Conslewr el plano tangeute a la 
superficie de revolución dada en 
la figura, conocida la proyección 
horizoutal P, del punto de tam- 
gencia. El punto P pertenece a la 
superficie, 


EJERCICIO 109 


110. Representar una esfera de radio igual a dom y que sea langeute a los dos 
planos de proyección. 


111. Representar 1010 esfera de radio igual a 5 cm que sea cortada por el plano a 
según un círculo dado. 


Ejercicio 115 
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112, Res 
dado a según un circule dado, ent pue ua plas Poo 


al a, hállese la intersección de los dos planos, rebútase sobre $, ete, 


PSOUTAD Da Ralera CUYO veptia .a a E ae ae 


113. Construir la linea geodética pera dos puntos 4 y B de una superficie esférica 
de centro dado O y radio r. Hágase paralelo a xy el plano ABO, dibújese da 
circunferencia máxima por A y B, centro O. Vuélvase a la posición primi- 
tiva (0). 


114, Construir el plano tangente, a una superficie esférica por uno de sus puntos 
P, conociendo Po. 


115. Hallar la intersección del toro con la recta indicada en la figura. 


(*) El arco AB de circunferencia máxima de usa superfície esférica de la 
distancia mínimo, sobre esa superficie, entre los puntos A yv B. Por esta propiedad 
el arco 48 llámase línea geodésica, o groiólica, de la superficie esférica, entre sus 
puntos A y B. En general, llámanse lineas puodísicas de une superficie aquellas 
líneas trazadas sobre esta superficie tales que todo arco cormementeanente limitado 
de ellas mide la mínima distancia entre sus extremos. fu el caso de superficies 
desarrollebles las líneas geodésicas tienen transformadoras rectilineas. 


SSA SEIN==S 
EPS 


q”) 


G 
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886. HELICE CILINDRICA 


1. —Si suponemos una sección recta % de una superficie cilín- 
drica e imaginamos que un punto móvil P, partiendo de la posición 
inicial P, sobre (2 se mueve sin salir de la superficie, de modo que 
a cada instante permanezca constante la relación A entre el segmento 


Fxc. 394 


P,P (distancia del punto a la sección recta) (fig. 394) y el arco co- 


PS 
trespondiente P,P,, es decir que 
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cl Jugar geomótiico de las distinto. potes de $ rar Eta 
curva alabeada que se llana hélice cilíndrica. 
El segmento P+P es la ordenada del punto 2 con respecto al 


plano de la sección. El arco P,P, es su abscisa curvilines. El eje de 
la superficie es el eje de la hélice, 
Continuando el punto P su movimiento, ocupará en cierto iris- 
tante la posición P” sobre la generatriz de la superficie, que pasa por P.,. 
La distancia P,P” = p es el paso de la hélice, y la porción de esta 
curva comprendida entre P, y P" constituye una espira de la hólice. 
Si l es la longitud de la sección recta de la superficie, se tiene, 
evidentemente, 


es decir, 


Como caso particular, si la superficie cilíndrica es de rotación, 
la hélice es Mamada cilíndrica circular, y entonces 


p=2ark, 


En este caso suele definirse la hélice como el lugar geométrico 
de las distintas posiciones de un punto P que recorre con movimiento 
uniforme una circunferencia, mientras ésta se desplaza, también con 
movimiento uniforme, manteniendo su plano perpendicular a la recta 
lugar de las distintas posiciones de su centro. 


2.-—Se sabe que en un plano el lugar de puntos tales como 
P, P,P", ... (Big. 395), cuyas distancias a una recta fija x mantierien 


Frc. 395 


una relación constante con la distancia de los respectivos pies a un 
punto fijo O de la recta, es otra recta s. Se comprende entonces que 
la transformada de una hélice cilíndrica es también una recta, y la 
hélice es, en consecuencia, la línea de menor longitud, o sea, la línea 
geodésica, entre dos puntos de una superficie cilíndrica no situados 
sobre la misma generatriz. 


3.-— De cuanto precede resulta el procedimiento para construir 
con facilidad la representación de una hélice, dibujando primero sobre 
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96€ “9H 


A+ 


27 ON UN vNa”oO 


_ 


d= 050d 


— 


qa 
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el plano del desarrollo una recta s y pasando lueso a la sipertiaa 
cilíndrica primitiva. Supougamos que ésta sea de rotoción Y perez. 
dicular a u (fig. 396). 

La proyección horizontal de la hélico comeido, maluralmente, con 
el contorno aparente horizontal de la superficie cilíndrica, es decir, 
con la circunferencia de la base. Para hallar la proyección vertical 
se ha trazado a la derecha de la figura el desarrollo de la circun/e- 
rencia de la base, el paso y el desarrollo de la hélice. 

Considerado el punto P, como origen de las espiras. se ha divi- 
dido la circunferericia, su desarrollo, así como el paso, en cierto 
número de partes iguales, doce en muestro caso. Extonces, basta llevar 
sobre las proyecciones verticales de lns distivtas generatiioos, a partir 
del plano de la sección recta al cual pertenece Po, a partir de L7' en 
nuestro caso, seguientos iguales a los comprendidos entre la transfor 
mada de la circunferencia de la base inferior y los puntos en que la 
transformada de la hélice encueutra las respectivas generatrices del 
desarrollo, Resulta así, como segunda proyección de la hélice, una 
sinusoide, 


4.--- Hemos visto que, cualquiera sea el punto P de la hélice 
considerada, verificase que 


PP 
== = constante = k. 


PP, 


Si P,P se vuelve igual al paso, el arco se vuelve igual a la cir- 
cunferencia de la base, y entorices verificase también 


P 


circunf. e 


Pero el triángulo rectángulo dibujado a la derecha de la figu 
ra 396 hace ver que 


ral Es 
luego, 
k=tga, 
Este ángulo a recibe el nombre de ángulo de pendiente de la 
hélice. 
Supongamos ahora (fig. 397) dos puntos, M y N, de la hélice, y 


hagamos pasar por sus correspondientes generatrices el plano secante (. 
Por definición de hélice verifícase 


MM _ ÑN 
EM,  ÉN, 
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o, lo que es lo mismo, 


NiN PEN, 
um 52, [1] 
Por otra parte, los triángulos semejantes M.M ¿¡M y MNIN dan 
MN — NN 12] 
MM, MM NN 
Comparando [1] y [2] se obtiene 


MM,  PMi 


Fig. 397 


de donde, por conocida propiedad de las proporciones. 


o, lo que es lo mismo, 
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Noa erre teach aocite a MM, do 


“loe TA 
ta 0 


j : 24 A Y 
vende a sor la tangente en M a la hélice y el cociente “2 


tienda 
MN, 
a la unidad. 
PM 
También tenderá a la unidad, entonces, el cociente ===> 
MM, 


En el límite se tiexc, en consecuencia, la tangente t en M (£- 
gura 398) y 
PM, —= MM. 


Fic. 398 


Resulta así: 

1? Que la tangente a la curva en uno cualquiera, M, de sus pun- 
tos, forma con el plano de la base un ángulo cuva tangente trigono 
xmétrica es igual a la del ángulo de pendiente de la hélice. 

En efecto: 

MM, P.M, 

22 Que la proyección sobre el plano de la buse de la porción de 
tangente comprendida entre el punto de contacto v el pumto en que 
la tangente encuentra el plano de la base es igual « la albseisa curvo: 
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Enea del punto. Esta proyección recibe el nombre de sublangente de 
la curva en el punto considerado, 

5. — Se tiene, entonces, que las trazas sobre el plano de la hase 
de la superficie cilíndrica de las tangentes a la hélice, conducidas por 
puntos A, B,C, D, ..., de la misma, son puntos Ay, Hi, H! y H!' de 
la evolvente de la circunferencia de la base (fig. 399) 


Fic. 399 


6. — Se tiene, también, que la verdadera magnitud de una por- 


ción de tangente, CH”, por ejemplo, comprendida entre el punto € de 
tangencia y la traza H” sobre el plano de la base, es la verdadera 
longitud de la parte ABC de hélice correspondiente. 
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ro 


Lo > Conskru- 
yamos ahora la tan- 
gente a la hélice por 
uno de sas puntos 
P (fig. 400). 

Se sabe que la 
tangente a la pro- 
yección de una cur- 
va es la proyección 
de la tangente a la 
curva. Entonces, la 
tangente por P, a la 
circunferencia de 
centro O, es la pro- 
yección horizontal 
t; de la tangente 
buscada. La traza 
horizontal de la tan- 
gente 7 se Indivi- 
dualiza tácilmente 
recordando las con- 
chasiones del punto 
4 de este parógralo,; 
es decir, basta to- 
mar sobre 1, el seg- 
mento P18, = arco 
AP, rectificado. 
Una línea de refe- 
rencia por H, de- 
termina Ifo; se une 
después ¿La con Pa. 
Quedan asi halladas 
las provecciones +; 
y tz de la tangente 
buscada. 
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1.—-Se da el nombre de superficie helicoidal, o simplemente 
helicoide. a la superficie engendrada por hólices de eje común e igual 
paso, descriptas por Jos diferentes puntos de una línea dada. 

Suele ser definida también como engendrada por la composición 
de un movimiento uniforme alrededor de un eje, con um movimiento 
de traslación paralelo al eje, efectuado por los distintos puntos de una 
Linea dada. 

Toda superficie cilíndrica de rotación cuyo eje colncide con el 
eje de una superficie helicoidal determina sobre ésta una hólice de 
paso igual al de las infinitas hélices que contiene el helicoide. 
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En general, los helicoides son superficies alabcadas no desarru- 


Hables. 


2.——La linea móvil que engendra el helicoide puede ser una 
recta. Dicese entonces que aquél es un helicoide reglado. 

Si la recta generatriz se apoya en el eje, bste eje será una directriz 
rectilínea de la superficie reglada y se tendrá un helicoide a directriz 
rectilínea o cerrado, que podrá ser recto u oblicuo según que la gene- 


ratriz forme o no un ángulo recto con el eje. 
Si la generatriz es alabeada con respecto al eje, se obtendrá un 


helicoide abierto, que también puede ser recio u oblicuo, 


Fic. 401 


En un helicoide abierto habrá una hélice de radio mínimo igual 
a la mínima distancia entre la generatriz y el eje: es la hélice de 
garganta. 

Si el helicoide es cerrado, la hélice de garganta se reduce al eje 


3. — Como caso particular, un helicoide reglado puede ser de: 
arrollable. Ocurre esto cuando es la superficie lugar de las tangente” 
a una hélice circular (fig. 401). Su representación se reduce entonce: 
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a conducir por un número suficiente de puntos de la hélice las corres- 
pondientes tangentes, Las trazas de estas tangentes determinan sobre 
cada plano de proyección la traza de la superficie helicoidal. 


122 
e 
NR 


Eto. 402 


Es lo que se ba hecho en la figura 402 para la traza horizontal. 


4. — Como el helicoide al cual nos referimos es desarrollable, el 
Plano tangente en uno de sus puntos lo es a lo largo de la generabriz 
que pasa por el punto y contiene, además, la tangente a otra curva 
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de la superficie en el punto común a esta curva y a la generatriz 
de contacto (fig. 403). 

Siendo, en general, conocida la traza horizontal de la superficie, 
el plano tangente queda individualizado mediante la generatriz g 
que pasa por el punto dado P y la tangente t a la traza horizontal de 
la superficie en el punto Q, común a g y a esa traza horizontal. 

La figura 404 da la correspondiente representación. 


5. —El helicoide desarrollable tiene la propiedad de poder desli- 
zarse sobre sí mismo, sin estiramientos ni roturas, mediante un movl- 
miento helicoidal continuo que va desarrollando la superficie hasta 
trausformarla en un plano. Durante este movimiento la hélice direc- 


Fic, 403 


triz no cambia de curvatura ni de longitud. Solamente cambia de 
forma, pasando de curva alabeada a curva plana y siendo su tran: 
formada un arco de circunferencia. En cuanto a las distintas genera 
trices, continúan durante ese movimiento de desarrollo siendo ta: 
gentes a la hélice directriz y tangentes a aquel arco de circunferencia 
una vez concluido el desarrollo. 

Para el trazado del desarrollo debe determinarse en primer tér 
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mino elo sadio del arca que ha de 0 la trausbunada de la hélice. 
Ese radio, de acuerdo con lo expresado niás arriba, será igual al 
radio de curvatura 0 de la húlice 


Eto. 404 


El radio de curvatura puede ser calculado analiticamente e 
pleando la conocida fórmula 
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siendo 7 el radio de la base de la superficie cilíndrica y 0 el ángulo 
A que la tangente a la hélice 
forma con el plano 1 (ángu- 
lo de pendiente). 
Puede calcularse tam- 


aC bién gráficamente en la for- 

> ma que indica la figura 405. 

cx Obtenido e se dibuja una 

Doa c circunferencia de centro O y 


radio p y se determina sobre 
ella un arco de longitud igual 


CA a da a la hélice correspondiente a 
Fria. 405 la porción de helicoide que se 
quiere desarrollar. 
En la figura 406 se ha desarrollado el helicoide representado en 
la figura 404, 
O “sb 
A 7 
ES RU? 


AS 


% ¡mesi 


calculo «del 
radio Pp 


Y, $. 


Fic. 406 


La longitud del arco AB es igual a la longitud de la parte de 
hélice directriz correspondiente. Esta longitud aparece en tamaño real 


en el segmento B¿C2 de la figura 404. 
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Dividido el arco en nueve partes iguales, debe trazarse la tangente 
por cada punto de división. 

Se puede trazar primero la tangente BC en el punto B del arco. 
Su longitud es dada por B2C», que es también la longitud de la parte 
de hélice correspondiente y también, según acabamos de establecer, la 


longitud del arco AB. 


Dividido entonces AB en nueve partes iguales se trazan, a partir 
de 1, las otras tangentes, llevando sobre cada una de ellas longitudes 
iguales a SEC, SEC, etc, 

Los extremos obtenidos permiten dibujar el desarrollo del heli- 
coide dado. 


6.-— Entre los holicvides reglados hay uno particularmente im- 
portante por su aplicación en la construcción de filetes triangulares. 
Es el llamado helicoide oblicuo. 

Su superficie es engendrada por una recta generatriz que se 
nueve apoyándose constartemente en una hélice cilíndrica circular 
y en el eje de esta misma hélice, formando, adernás, un ángulo inva- 
riable, no recto, con el eje mencionado. 

Se comprende entonces que cada punto de la recta generatriz dos 
cribe otra hélice de paso igual a la dada sobre otra superficie cilin- 
drica coaxial con la dada. 

Para obtener la representación de este helicoide se representa pri- 
mero la hélice directriz de la superficie (tig. 407) y se une el origen 
A = (4,, 42) de la curva con un punto B == (B,, B») del eje. La recta 
AB constituye la posición inicial de la generatriz. Para obtener las 
posiciones sucesivas de AB se hace que give alrededor del eje, de un 
ángulo correspondiente a 1, 2, 3, ..., divisiones iguales proviamente 
establecidas, y, simultáneamente, que suba de 1, 2, 3, ..., divisiones 
iguales, también establecidas, sobre el eje. El lugar de todas las posi- 
ciones de la recta AB es el helicoide buscado. 

En la figura se ha limitado el helicoide representando solamente 
la superficie comprendida entre el eje y la hélice directriz. 

El helicoide oblicuo constituye una superficie no desarrollable. 
pues dos generatrices sucesivas no son coplanares. En efecto, ellas no 
son paralelas, pues, por ejemplo, P, es proyección vertical de dos 
puntos (Ps, Pa) y (Q1, Q2) de distinto alejamiento, y los puntos si- 
tuados sobre la vertical por O, tienen todos cota distinta. 


7.-— El plano tangente al helicoide oblicuo en uno de sus puntos 
queda individualizado por la generatriz que pase por el punto y por 
la tangente a la hélice que perteneciendo a la superficie pasa también 
por el punto. 

Sea P el punto (fig. 408). La gencratriz que pasa por él es 
MP = (MÍP,, MP). 


34 
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Lá hélice que paa po [ca e. soe talmente según la 
circunferencia de radio LP. Lu tiimonte por P a la hólice tiene 
como proyección horizontal la recta 7, tongonte a esa circunferencia; 
su traza horizontal A se dotermina :4, $86) marcando sobre ti el 
punto Z/,, tal que P,B, sea igual a la alecisa curvilínea del punto P. 


Fra. 408 


Uniendo 2 con Pe se tiene la proyección vertical t. de la tangente a 


la hélice. j 
El plano tangente pedido queda asi determinado mediante las 


rectas MP y 1. 
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Si se quiere, pueden hallarse sus trazas. 


8. — Si se corta el helicoide oblicuo mediante un plano horizontal, 
se obtiene una espiral de Arquímedes de fácil construcción. La 
efecto (fig. 409), Ma da M,, Na da N,, ete. 


Fic. 409 


9.— Una aplicación importante del helicoide oblicuo es el tor 
millo a filete triangular. 

En general, un tornillo consta de una parte central maciza y 
cilindrica, Mamada núcleo, y de una parte perifórica, el filete, de Tov 
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ma beboaldal. engendrada q 3 bo soa muesto de buoidal de una Para 
plana adyacente a una de las generatrnes del cibiudro del núcleo 
alrededor del eje 
de oste múistio cl | 
limdro. : 
En el caso e 
del tornillo a fi- ei 
lete triangular : 
la ligura plana e 
que gira es un ; FSE 


triánendo  isósce- AS ! 


Ti E a 
ni 
ca 


los Agr (uu | 
ra bI0:. conteni- paso O 
do en un plano | ! 


que pasa por el A A: - fe 
1 


eje y cuva base 


0 


AC pertenece a 
una de las gene- : 

ralricos del cjlin- ¡8 
dro. El paso de 

las hélices des- FrG. 410 

criptas es igual a 

la baxo AC del 

triángulo, 

El ángulo 0 que corresponde al vértice B es constante para cada 
tipo de filete. variando entre 522 v 060% En el sistema VWhitworih, 
(== 35%: en el sisterra internacional. 0 == 602. En la práctica, para 
evitar la arista aguda determinada por la hélice que describe el vórtice 
saliente B. se corta el tnángulo generador mediante una recta /r para- 
lela a lo base AC a una distancia que en el sistema Whiworth vale 1; 
de la altura A del triángulo generador. 

Lo mismo se hace con las aristas entrantes que corresponden a 
las hélices descriptas por los vórtices A y C. 

La figura 441 da la representación de un tornillo. de rosca trian- 
gular. 

Fueron trazadas en primer término dos hélices sobre las super 
ficies cilíndricas de radios O,41 y OsB,; se trazó luego el contorno 
aparente sobre el plano vertical de las superficies helicoidales des 
criptas. En rigor, este contorno aparente hállase constituido por las 
envolventes de las proyecciones de las generatrices de las dos superíi 
cies helicoidales que limitan el filete: pero esas envolventes difieren 
tan poco de dos segmentos rectilineos que en la práctica se procede a 
conducir por el vértice saliente del triángulo generador tangentes a la 
hélice descripta, langentes que, por otra parte, difieren muy poco de 
los otros lados del triángulo. 

Las proyecciones horizontales de las dos hélices son dos circunfe 
rencias concéntricas. 
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10.-— Si en el helicoide considerado en 6 de este purágralo laz 
generatrices se vuelven perpendiculares al eje, se tiene el helicoide 
recto, superficie reglada también ro desarrollable, 


| a 


LIN) 
ML 


| 
| 


Fxa, 411 


La figura 412 da la representación de una porción de esta supe" 
ficie, engendrada por un segmento AB de generatriz. Los puntos “ 
y B describen. dos hélices concéntricas y de igual paso. __ 

La determinación del plano tangente a esta superficie en uno «de 


sus puntos P se resuelve como en el caso general de los helicotdo” 
oblicuos, : : 
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Lár vectas g y £ son las qtie debaiminan elo plano teugeble por 
P a la superficie representada. 


Fic. 412 


11. — Esta superficie helicoidal es empleada frecuentemente e 
la práctica: tornillo de filete cuadrado, tomillo de Arquímedes, limón 
de escaleras, etc. 
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Nos referiremos al tomillo a filete cuadrado. 

El es engendrado por un rectángulo, ABCD (fig. 413), contenido 
en un plano que pasa por el eje de un núcleo cilindrico, con un lado 
BC" dispuesto según ima generatriz de la superficie de ese múcleo. 


Ñ s 5 —= 


AS 


Fic. 413 


Los dos vértices B y C del rectángulo describen sobre la superjtciv 
cilíndrica dos hélices iguales cuyo paso BaB%, debe ser, por lo meno», 
igual al doble de BaCo, para permitir el pasaje de la parte saliente 
de la tuerca. 

Los vértices A y D describen otras dos hélices de paso igual 
las primeras, pero de radio OA: 

Otra aplicación del helicoido recto «cs «lada por la figura 411 
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Capíruo XX 


INTERSECCION DE SUPERFICIES 


$ 88. GENERALIDADES 


1. —En distintos capítulos hemos considerado la intersección de 
un plano con una superficie poliédrica, cónica, helicoidal, etc. Nos 
referiremos ahora al problema general de la intersección. de «dos st- 
perficies cualesquiera. Este problema se presenta a menudo en dis- 


Fig. 415 


tintas cuestiones prácticas; por ejemplo, cuando debe estudiarse la 
«onexión de dos cañerías, o las faldas de un techo, o la unión de una 
caldera con su chimenea, o de un avión com su fuselaje, ete. 
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lo Bento sogdas Dia 


Sd os ca perfect que se cetlata t j : 
líneas especiales, en general me planas. Para deternonarlas $6 pieslea 
coriar las dos superficies dadas S y S' mediante otra superficie auxi 
liar $” convenientemente elegida. Las lineas de intersección l y P de 
S”, con cada una de las superficies dadas, se encuentran generalmente 
en uno o más puntos 1,2, 3, .... que son puntos de la intersección 
buscada (fig. +15). 

Un número suficiente de superficios auxiliares permite el trazado 
de la intersección buscada. 


Exc. 416 


E: éste el método de las superficios serantes auxiliares. 

La superficie auxiliar más simple es el plano; el método es dis- 
tiuguido entonces como método de los planos secantes, 

Estos pueden ser horizontales, o verticales, o de canto, debiendo 
tratarse, en general, de que las líneas según las cuales cortan las 
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superficies dadas sean recia o dremifersncias. Oltas super, 
cantes auxiliares son las esféricas, que si bien empleadas en casos 
mitados, dan soluciones muy sencillas. A veces se emplean també: 
superficios secantes cUibidricas. 


se 


32.-— Dadas dos superficies cuya intersección quere hadas 
puede imaginar un? Únea cualquiera en una de ellas. La intersecer 


Fic. 417 


Ga 
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ser simples: aristas de supe bcies poliédricas. pemerabitces de super 
ficies cónicas o cilírdricas, etc. 


4, — Cuando dos superficies se cortan puede ocurrir que una de 
ellas pasa a través de la otra; puede imaginarse que la primera queda 
entera dentro de la segunda, mientras Ósta, en cambio, es la cortada. 
Se dice entonces que hay penetración (Jig. 446) y la intersección se 


Fic. 418 


compone de dos líneas separadas: la curva de entrada y la curva 
de salida. e 

La figura 417 muestra, en cambio, otro tipo de intersecciómale dos 
superficies. Una de éstas entra sólo parcialmeute en la otra, Hay 
entonces arranque o merdedura y la intersección consta de una curva 
única. 
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£8% INTERSECCION DE DOS SUPERFICIES POLTEDRICAS 


er, 


1. — La intersección de dos superficies poliédricas se compone de 
una o más líneas poligonales, en general alabeadas. Sus vértices son 
los puntos en que las aristas de una de las superficies encuentran las 
caras de la otra superficie; sus lados son las intersecciones de las cara: 
de las dos superficies, 

Para aplicar el método de las superficies secantes auxiliares cos: 
sideremos las superficies de dos pirámides (fig. 418). Sus vértices su 
ily V y sus nasos ABC y DEF, situadas en los planos 1, y 3te, respeo 
Aivemente, 


¿odo plano, e, por ejemplo, que pasa por UV, tendrá sus trazos 
dí que pasan por Ei y S, respectivamente; y si corta las dos super 
bios dadas, do hará según gencratrices de las mismas, 

bir puntos de encuentro, 1 y 3, de las generatrices de una de la: 
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supcriicios comodas dee la otra ade Prada, Son, + video ente, puro 
de la imersección buscada, 

Las puntos Ry S, donde convergen las trazas de tados los planos 
secandes auxiliares, se llaman puntos de conversencia, 

Un segundo plano, f, por ejemplo, que pasa también por UY y 


As 27 2. 
DELE DARAS 


corta las dos superficies, proporcionará otros pututos de la intersec 
ción, y así sucesivamente. 

Cuando un plano auxiliar corta una de las superficies según una 
arista únicamente, se dice que es un plano límite para esa superficie, 
Asi. el plano y es límite para la superficie de base DEF y es útil. Las 
regiones útiles de los planos awxuhares están comprendidas entre las 
rectas SM y SN en el plano m» y RM y AN en el vlano 1;. 
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mordedura 


penebrcición, con 
un punto doble. 


penelración con 
dos puntos dobles . 
(penerración-— mordedura) 


Fig. 423 
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aristas siguen la dirección d 
ds (fig. 424), el prisraa puede ser 
asimilado a una is cuyo 

o 


Y lí, vértice U ha sido lanzado al 
añ infinito en la dirección d. En- 
yd tonces la recta UV será la pa- 
e a ralela por V a la dirección d. 
Se procederá después como en 
E el número anterior. 
SÍ 


4. — Consideremos ahora 
las superficies de dos prismas 
(fig. 425). 

Uno de los sólidos tiene como vértice el punto U en el infinito 
.-sobre una de sus aristas a; el otro tiene su vértice V en el infinito 
sobre una de sus aristas b. Los planos secantes auxiliares serán, pues, 
paralelos a las rectas a y b. Tomando entonces un punto arbitrario 


hi 


Fic. 424 


a 
, 


Vo 


Fro. 425 
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P y trazando por él las paralelas c y d a las aristas a y b, respecuiva- 
mente, queda definido un plano a paralelo a los planos secantes auxt- 
liares. Las trazas de cualquiera de éstos serán asi paralelas a las trazas 
as y az del plano a. 

Se procede después como en 1. 


Ozilz Az Ma Cz De 


Fro. 426 
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2 Para que los puntos proporsiorados por dos planos secantes 
auxiliares sean vórtices de la intersección se utilizan únicaniente aque- 
Mos planos útiles que pasan por una arista de una u otra de las super- 
ficies, Obtenidos los puntos de la intersección es necesario determinar 
correctamente el orden según el cual deben ser unidos. 


6. — Consideremos, por ejemplo, el caso de dos superficies pus 
mábicas (ig, 426), una vertical y otra oblicua. 

Como planos secantes utilizaremos, de acuerdo con el prucnd 
nuento indicado en el número 4, planos paralelos a las aristas de 
ambas superficies, En este causo, planos paralelos al vertical de quo 
yección. no de ellos, el que proyecta horizontalmente la arista £'E, 
corta la superficie de base ARCO según los segmentos (generatrices 
MMC y NN”, y la superficie de base EFGH según la arista 2”. 
Los puntos (14, 12) y (2, 1,), en que EE corta MM? y ÑN son 
puntos de la intersección que se busca. 

Para hallar otros puntos deben utilizarse otros planos auxiliaros. 
Su representación es dada en la figura 427, habiéndose empleado «us 
conjunto seis planos secantes. Los planos por Ey y G, (planos li 
tus) individualizaron cada uno dos puntos de la intersección; los otro» 
determinan cuatro cada uno, pero fueron marcados solamente aquellos 
que, por pertenecer a una de las aristas, dan vértices de la intersección. 

Obtenidos los puntos de la intersección, deben ser unidos. Note- 
mos antes que por la disposición relativa de las bases se trala de un 
problema de penetración, y la intersección constará entonces de dos 
polígonos cerrados distintos, el de entrada y el de salida. 

La proyección horizontal de la intersección es dada, evidente- 
mente, por las dos porciones de traza horizontal del prisma vertical 
interceptadas por el contorno aparente horizontal del prisma oblicno. 

Para hallar la proyección vertical consideremos los distintos pla 
nos secantes comio posiciones sucesivas de un plano móvil que, a parió 
de una posición inicial, se desplaza paralelamente a sí mismo. Ocurre 
entonces que, moviéndose el plano en forma continua, el primer par 
de generatrices es reemplazado continuamente por otro y el punto 
común a las dos generatrices irá trazando la línea de intersección de 
las dos superficies. Mientras tanto, y simultáneamente, los puntos en 
que cada una de aquellas generatrices encuentra la base respectiva 
se moverán sobre el contorno de esas mismas bases. 

Sea entonces ESE, la posición inicial del vlano secante, siendo 
1= (1,. 1,) el punto de intersección inicial considerado. Como en 
esa posición el plano es límite para la superficie prismática oblicua, 
tendrá que desplazarse necesariamente hacia la línea de tierra. El 
punto E, irá entonces hacia H, y el punto 7, hacia B,. Se detiene el 
movimiento del plano cada vez que uno de los puntos móviles E, 
o 1, coincida con un vértice de la pase respectiva, o sea, cada vez 
que el plano llega a contener una arista. Esto ocurre en el instante 
en que el punto f,, común a las proyecciones verticales de las dos 
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generatrices, lega a otro vértice de la intersección. Fn nuesiro fas. 
el plano móvil se detiene en Hi, y en esta posición encontramos el 
segundo punto de la intersección, el punto (21, 22). 


A movimientá del plano 


Flo. 427 


E, a j asicion inicial de o 
A 4, Plano secanto E ¡ 
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Bcanuda el plano sa movianerio, el qunto móvil de la base de 
la superficie ubiicua sigue hacia G,, el de la otra base se acerca a Bi 
y, como aquí hay un vértice, el plano se detiene. Se marca extonces 
como 3== (31, 3u) el correspondiente puuio de intersección. 

Reanudada la marcha se produce la próxima parada en Úr, mrrir- 
cándose primero el cuarto punto (4, 42) de la inter succión. Úomo en 


y 


á EAS z 
2d poricion inicial eel plano secante 


Fic. 428 


esta posición el plano es límite de una de las superficies dadas, no 
puede seguir avanzando, y como para obtener la curva de intersección 

' completa debe volverse a la posición inicial, no queda otra alternativa 
ue el retroceso-del plano. El;punto móvil de la base EFG if, po- 
dea seguir des caminos em este.muevo movimiento: el GE, o el 
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G PLE Como no hay interés en el prenero perdu: reproduenia Tos 
mismos puntos ya hallados de la intersección, sigue el camino CAL). 
El otro punto móvil, el de la base 41B/C01D1, en cambio, no 
puede seguir contorneando su base porque su movimiento dejaría de 
ser continuo (para saltar de 4, a 4;). Debe. entonces, volver por el 
mismo camino seguido hasta ese momento. De aquí la reglo: cuando 
el plano auxiliar se vuelve límite para una de las superficies. el móvil 
que describe la base de esta superficie continúa desplazándose en el 
mismo sentido, mientras que el otro móvil rehace su propio camita. 
Se llega de este modo al punto Bs, donde el plano se detiene y $ 
marca el correspondiente punto 5= (51, 52) de la intersección. 

La próxima parada es en /' y se marca el punto 6 == (61, 62). 
Se vuelve por fin a E,, punto de partida correspondiente al punto / 
de intersección. 

Hemos conseguido así numerar ordenadamente los puntos de la 
linea de entrada de la penetración propuesta. Basta unirlos mediant 
segmentos, visibles si Jrs dos puntos extremos son visibles, invisible 
en caso contrario, pe a tener la proyección de la línea mencionada 

Para obtener la unea de salida 1234/56" se repite el mismo pro 
cedimiento, empezando con el punto 1'== (1%, 1) y haciendo que 
mientras E se desplaza, como antes. en el sentido EBG.... Flo 
haga hacia DiCs, retrocediendo cuando el plano secante se hac 
límite de la superficie de base EFGH. 


7.—En la figura 428 se tiene otro ejemplo parecido. 

Pero la intersección se compone de un polígono único por tratar: 
de una mordedura. 

Las flechas indican el recorrido de los puntos 11 y M; para ! 
determinación de los puntos 1, 2, 3, 4 y 5 de la intersección. 

Para los puntos 6, 7 y 8 el recorrido no ha sido indicado pu" 
razones de claridad en el dibujo. 


8.-— La figura 429 corresponde a la ensambladura de dos ques: 
de madera de sección cuadrada. La construcción es tan simple qu 
omitimos su explicación detallada. 

Hay un polígono de entrada y otro de salida. La porción de «1 
polígono situada detrás del plano de los ejes coincide en proyecto 
vertical con la porción que está delante. 

A la izquierda se ha desarrollado la parte de superficie pum 
tica vertical, que se proyecta en el plano horizontal según la quel» 
da B,A¡D,. 

A la derecha se ha desarrollado la parte de superficie primo! 
oblicua situada fuera de la intersección. 


9. — La intersección de las superficies de dos pirámides no luv 
en verdad, una real importancia práctica. Mas para que cl lo: 
pueda compenetrarse en forma más o menos completa de cuanto «.: 
cierne a la intersección de superficies poliédricas, consideraremo- te 


INTERSECCION DE SUPERACIES 307 


nano: prebleztas básicos de intersección: de Las superlieión ade 


Di 
dos pirármides (*). 

Sean entonces las pirámides representadas en la figura 310. Una. 
de base ABC, situada en el plano horizontal y vértica dl: otra, de 
base PEF, también en el plano horizontal y vértice V, 


¡07 
Fic. 429 


Por la disposición relativa de las bases se ve que el problema es 


«de penetración. 
Los planos secantes auxiliares deben pasar (1 de este parágrafo) 


por la recta UV, "Pracemos entonces esta recta y determinemos su 


() Desde el punto de vista científico, el problema de la intersección de pira 
mides debe preceder al de la intersección de PTISIVAS, pues éstos no son suo cra. 
particulares de aquéllos. Pero desde el punto de vista didáctico. ir de do Póciba da 
«difícil, couviene a veces invertir el orden de algunos temas parciales de ha acipnators 
«que estamos estudiando. 
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traza horizotal (UL, Ho). Las trazos horizontales de los pario se 
cantes pasarán todas por fl, y estarán comprendidas entre las posi- 
ciones límites HB, y HC, que determinan el ángulo 0 indicado en 
la figura, 


Uno cualquiera de los planos secantes, el de traza horizontal A,C1, 


Vz 


Frio. 430 
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por ejemiplo, corta la superhicie de bare ABE sepún la arista CE y da 
de base DEF según las generatrivos A7V y NY, 

Los puntos determinados so los marcados como 1. (7, 72) y 
4 = (4, 4). 

Considerando otros planos secambos cuyas Írazos horizontales pa 
sen siempre por A, y estén dentro del áugulo ( se encuentra fácil 
mente otros puntos de la intersección. Algún plano secante propor- 
cionará dos de esos puntos, algún otro proporcionará cuatro; en este 
último caso se marcarán solamente aquellos que pertenecen a aristas 
de una u otra superficie, es decir, aquellos que serán vértices de las 
líneas poligonales de la intersección. 

Obtenidos los puntos, deben «ser unidos en el orden exacto. Se 
procede entonces como en el caso de los prismas, con la diferencia de 
que el plano secante auxiliar, considerado móvil, en vez de desplazarse 
paralelamente a sí mismo, se desplaza girando alrededor de la recta 
UV, es decir, de modo que la traza horizontal gire alrededor de 1/7,. 

Sea, pues, A/C, la posición inicial de la traza horizontal del plano 
secante. Consideremos como punto inicial el 1, es decir, en proyección 
horizontal el 11. Los apoyos (trazas en los planos de las bases) de 
las correspondientes .generatrices son €, en la base A,B,C, y Mi en 
la D,E,F,. Iniciado el movimiento de la traza HC, el punto M, se 
dirige hacia D,; el punto C;, sin salirse del plano, podría seguir dos 
caminos: el C,¡A1B, o el C4B,. Imaginemos que siga el segundo. En 
marcha plano y puntos, el primer vértice que se encuentra es el By; 
el plano se detiene y se marca con (2,, 22) el punto de intersección 
determinado, 

La posición A,B, es una posición límite del plano secante; para 
seguir su movimiento debe entonces retroceder, es decir, girar en ser: 
tido inverso. El punto móvil de la base DEF, que babía Hegado a 
P,, dehe rehacer su camino en sentido inverso. El punto móvil de 
ABC, puede, en cambio, sin interrumpir la continuidad de su reca 
rrido, seguir hacia Ay sin cambiar, así, de sentido, Siguiendo la mar- 
cha en estas condiciones se llega al vértice A,. El plano se detiene y 
se marca con (31, 32) el correspondiente punto de intersección. 

Se reanuda la marcha y se llega a C,, es decir, a la posición 
inicial. El punto de intersección es, pues, nuevamente el (hb, Fo). 

Una de las líneas de intersección, la de salida, puede ser trazada 
ya: es el triángulo 7-2-3, 

Para la linea de entrada se reinicia el procedimiento, empezando 
con el otro punto determinado por el plano secante en la posición inl- 
cial A,C, de su traza horizontal, es decir, con el punto 4ez (4,, 1). 
Los puntos de apoyo sobre las bases de las generatrices correspan- 
dientes son C, y Ni. 

Procediendo como se ha hecho más arriba se encuentra sia difi 
cultad el polígono 4-5-6-7-4. 

En cuanto a la visibilidad, no olvidar que un segmento es visible 
cuando son visibles sus extremos. 
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10, —- Para Ja intersección de las superficios de uva prrámude y us 
prisma se procede en la forma indicada en el número 4 de este pará- 
grafo, es decir, trazando, como primer paso, la recta por Y (vértice 


Fig. 431 


de la pirámide) paralela a la dirección de las aristas del prisma y 
eperando después en forma análoga a la de los números anterior: 
Vrátese, entonces, de una pirámide de base ABC situada en el 
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Pa ds lp as deba OO lid sia 
en el plano ay (fig. 430), 

Vrazada por Y la recta e paralela a Los aristas del prisura se de 
tE sa, TA oa plano de las bases, 

Los planos secanites ausibiate: penrát, naturalmente. por la vect: 
(2, y como laz dos bases edtón er elorutemo plano 7, se utilizaran 
solamente sus trazas horizontales fxtas pusan todas por £f. 

Supongamos que ELA, es la jusición inicial de la traza horizontal 
del plano secante, De los dos puntos de intersección determinado: 
consideremos uno solo de ollo. al que Hamaremos punto lez (LL) 
Los apoyos Iuóviles sobre el dano de Jas bases, de sus correspondiente: 
generalri sb dj y dé 

Iniciado el movimiento del plano secante, A, puede seguir «des 
caminos hacia €, o hacia 6 Adoptenios el sogundo. En cumnto a Al, 
se divi hacia £,, 

Sobre lo dos recorridos citadas el primer vértice que se excusó 
es E, que proporciona el punto 2: (24. 24) de la intersección. 

Y asi se sigoe con los puntos 3, 4, 5 Y Í nuevamente, Se con 
pleta asi la linea de entrada de la penetración, ya que de qpeuctro 
ción se trate. 

Como se ve, Ja entrada está situada en dos caras de lo supe sfica 
prismática. 

Para la linca de salida se reinicia el movimiento con la mi 
ma posición inicial del plano secante, pero con el segundo punto. 
6 =(6,, 62), que este plano determina. Es decir, sobre la base 
A1B1C, el punto de partida sigue siendo A, y sobre DEE, al 
punto de partida os Af. 

Por razones de claridad en ol dibujo mo se marcó el sentida de 
“este segundo recorrido, 

La Jinea de salida es el triángulo 6-7-8, situado. nalaraticente 
en una sola cara de la superficie prismática. 

Como ejercicto, haga el Jector el desarrollo de la superficio latera 
del prisma, dibutando en él los dos polígonos de la intersección. 


¡ 
des 
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EJERCICIOS 


116. Hallar la intersección de las superficies prismáticas de la figura, 


EJercicio 116 


lo Hadar la intersección de las superficios piramidal y prismática de la higur 


Esarcicio 117 
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SUN ENPRACECOUION DE SUPER dde MA O AUN DATA 

1, Los superficies cónicas puedon ser cousiderad 
de supertivios piramidales cuando ) 
Cuanto se ha establecido para hala 


as como Janites 
húraero de cavas tiende a infinito. 
“Ja intersección de las superficies 


Fic. 432 


374 D. DI PIETRO. — GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


de dos pirámides Bieue así su aplicación en el caso de las superiicios 
cónicas. 


2. — Sean dos conos oblicuos cuyas bases pertenecen a un misioo 
plano. el horizontal, por ejemplo (fig. 432). 

Uno es de base “circular y vórtice (0, U,); otro, de base elíptica, 
tiene el vértice (V,, Va). 

Queremos hallar la intersección de sus superficies. 

Para que los planos auxiliares corten estas superficies según rectas 
(generatrices) deben contener la recta que une los dos vértices. Uni 
mos entonces U y V mediante una recta y determinamos su traza Y 
sobre el plano de las bases. Un plano secante auxiliar cualquiera, el 
a, por ejemplo, puede quedar individualizado mediante su traza sobre 
el plano de las bases y la recta UV común a todos los pa secantes. 
La traza pasa, naturalmente, por 7, (1 de $89), es decir, por el 
punto de convergencia. La traza vertical no resulta necesaria por 
cuanto ninguna de las bases está situada en ese plano, 

Procediendo en forma semejante al problema de la intersección 
de superficies poliédricas, iniciaremos la determinación de puntos de 
las líneas de intersección, fijando arbitrariamente la posición de par- 
tidá del plano secante, y nos detendremos alli donde conviene marcar 
un punto de las líneas buscadas. En la primera posición adoptada, la 
correspondiente a la traza 01, la superficie de base circular es cortada 
según dos generatrices y la de base elíptica según una generatriz. De 
los dos puntos de intersección marcamos, para iniciar el movimiento, 
sólo el punto 1 = (11, 12). La próxima posición del plano a es la que 
determina una generatriz del contorno aparente vertical de la super- 
ficie de vértice U. A esta posición corresponde el punto marcado 
como 2. 

La tercera posición de au es la que determina una generatriz del 
contorno aparente vertical de la superficie de vértice V, obteniéndose 
asi el punto 3. 

Y así sucesivamente. 

Las flechas indican el sentido de cada recorrido, debiendo notarse 
que las detenciones del plano a se efectuaron solamente allí donde una 
de las generatrices determinadas es del contorno aparente horizontal 
o vertical de una u otra superficie. Salvo las posiciones límites, que 
pueden no dar una generatriz del contorno aparente. 

De cualquier modo, nada impide considerar otras paradas del 
plano secante móvil si resultase necesario o conveniente para obtener 
otros puntos intermedios de las líneas de intersección. La tangente o 
la línea de intersección en uno de sus puntos genéricos P== (Pi, Po) 
aparece en la figura 433, que reproduce las mismas superficies dadas. 
isa tangente es la recta de intersección de los planos tangentes en 
dicho punto a cada una de las superficies. Y estos planos sor coroci 
dos mediante las generatrices que pasan por el punto y las traza: 
sobre el plano de las bases, trazas que, como se sabe, son las tangente: 
a las bases en los puntos M y /N, respectivamente, La intersección de 
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3. -— Como caso particular constlerman: la intersección de des 
superficies cónicas circulares. Jas baso. osiónt es el mismo plano Lo. 
rizontal (fig. 434). 

Tratándose de un caso tan especial nos apartaremos un tanio del 
procedimiento seguido en el número anterior, Consideremos varios 
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planos auxiliares horizontales, Jus secitenes producidas en cade su 


perficie son circunferencias, y entouces los puntos comunes a dos 
circunferencias de un mismo plano son puntos de la intersección. 


U 


Flo, 434 


Para obtener el punto 1 puede procederse por tanteo hasta «us 
las dos circunferencias producidas por el plano secante sean tangente 
o, si se quiere, en forma más rápida, utilizar como plano secante el 
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plano vertical que paso pes desd codo y doo da internas 
de las generatrices Aya y Baro da el punto £. Las otras dos genera- 
lrices se cortan fuera de Jas superliciós cor ideradas. 

El uso de planos secantes que determinan cir unferencias en las 
superficies dadas resulta ventajoso cuido éstas dan secciones circu- 
lares paralelas. 


4. — En la figura 435 hemos considerado dos superficies cilindri- 
cas oblicuas cuyas bases están en un mismo plano horizontal. 

En forma análoga al caso de dos superficies prismáticas (4 de 
$ 89), los planos secantes auxiliares serán paralelos a las generatrices 
de ambas superficies. Como Primer paso se elige entonces un punto 
arbitrario P cerca de las superficies y se conducen por él las paralelas 
m y na las generatrices de las dos superficies. Queda así definido 
un plano a paralelo a los auxiliares. Las trazas de éstos serán enton- 
ces paralelas a las trazas 04 y a% del plano a. Como en este caso las 
bases de ambas superficies están en el mismo plano, el horizontal de 
proyección, basta considerar solamente las trazas horizontales de los 
planos auxiliares. Uno de éstos, el P, por ejemplo, corta la superficie 
cilíndrica circular según las generatrices 44" y BB', y la cilíndrica 
elíptica según la generatriz CC”. Los puntos comunes a estas genera- 
trices son puntos de la intersección. 

La visibilidad de cada punto se determina previamente por la 
visibilidad de las generatrices que lo determinan. Así, las generatri- 
ces 44” y CC”, que son independientemente visibles en proyección ho- 
rizontal, dan un punto 10 visible en proyección horizontal e invisible 
en proyección vertical porque sobre este plano 44” es invisible. 

El otro punto determinado, el 1, es, en cambio, invisible sobre armn- 
bos planos de proyección. Los planos secantes B y y constituyen los 
planos límites útiles, tangente cada uno a una de las superficies, se- 
cante de la otra; conviene que sean los primeros dibujados porque in- 
dican en seguida la naturaleza, mordedura en este caso, de la inter- 
sección. 

Los planos secantes que cortan una de las superficies según una 
generatriz del contorno aparente horizontal o vertical darán puntos 
situados sobre el respectivo contorno, y en ellos la curva de interscc- 
ción es tangente a la correspondiente generatriz. Estos planos son 
ocho en general. Obtenidos los puntos de intersección es necesario 
fijar el orden según el cual deben ser unidos. Se procede entoncos 
como en el caso de las superficies prismáticas. 

Partiendo de la posición inicial f del plano secante, hemos movido 
éste paralelamente a sí mismo, considerando el punto Í como primer 
punto de intersección. El punto C, ha recorrido entonces la base a la 
cual pertenece según lo indica la flecha, mientras el punto B, hacía 
otro tanto sobre su respectiva base. Las paradas del plano móvil se 
efectuaron al llegar a las posiciones de los planos secantes que dieron 
puntos de la intersección. 
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Coso Caso particular, si las dos hina Tea. erotlaros poli 
emplearse, como en 2 de este parágrafo. planos secantes Lun zomtales, 
que producirían secciones circulares, 


Fra. 436 


5. — Consideremos ahora, como ejercicio práctico, la unión de dos 
tubos de una cañería. Los tubos són circulares (cilindros de revolhu- 
ción) y sus ejes, situados en un plano de frente, son concurrentes 
según un ángulo de 452 (fig. 436). 

Dibujada la traza elíptica del cilindro oblicuo se consideraron 
planos secantes paralelos al plano o. Se dibujó entonces fácilmente 
la curva de nnión de los dos tnhos. 

A un costado se ha desarrollado parcialmente la sayerficio lateral 
del cilindro vertical. 
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EJERCICIOS 


118. Hallar la intersección de las sn. 
perficies cónicas siguientes, 


Exercicio 118 


119. Hallar la intersección de ] 
superficies cónica y 
signientes. 


As le 
cilíndrica 


Exmxcicio 119 
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> 


Ñ 
120. Hallar la intersección de aa S 
las superficies cónica y L NX T 
cilindrica guientes. es 2 ¡ A AA 


A ms 


121. Hallar la intersección de 
T las superficies cilindri 
TARA cas siguientes. 


Esercició 121 


INTERSECCION 7 ATDEERLO 


SY. ENTERSECCIÓN DE SUPERF ss POREACAS Cba io 
FICTES CURVAS 


Í. Li intersección de una superticio poliédrica comuna super 
ficio exrva se obtiene determinando da cocción plana de la sperfieon 
Curva com cada una de las caras de lao saperfiie poliédrica. Debe 
lenerse en cuenta que la intersección buscada 110 comprende, de cada 
curva sección, más que la parte que pertenece realmente a la cara 
correspondiente, excluyéndose entornos las partes de curva situadas en 
el plano ¡limi- 
tado de esa 
cara, 

Para evi- 
tar errores es 
importante 
determinar el 
punto en que 
cada arista de 
la superficie 
poliédrica cor- 
ta la superfi- 
cie curva. 


2. — De- 
terminemos, 
por ejemplo, 
la intersección 
de las superfi- 
cies de una es- L 
fera y de un 
prisma recto 
exagonal (fi. 
gura 440), 

El plano 
de cada cara 
corta la super- 
ficie esfórica 
según. una cir 
cunferoncia, 
Esta aparece 
en verdadera 
magoitud so- 
bre « plano 
vertical <uan- 
do la vara es 
paralela a oso 
plano, La sec Frio. 449 
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ción producida por el plano que contiene la cara ABBA? por ejenos 
plo, es la circunferencia de diámetro MN? = MN 1. 

La circunferencia producida por el plano que contiene la cara 
FAA'F” tiene como diámetro PO. En proyección vertical aparece 
según una elipse. Su eje menor es PQ, obtenido mediante lineas de 
referencia por P, y Q1. Su eje mayor es Ras. == PO, 

Y así para otros planos. 


Convivne para cada elipse determinar los puntos pertenecientes 
al contorno aparente vertical. Los puntos del contorno aparente ver 
tical se proyectan horizontalmente sobre el diámetro paralelo a ET. El 
punto £,, intersección de ese diámetro con la traza P,Q; del plano se 
cante que contiene la cara FAA'PF”, es entonces la proyección host 
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zontal de los, qamitos eo que la elipse cormmespondieste baca elo atenta 
aparente vertical de dla superficie eslórica, 

SH pPOyecciones verticales sun Pe y To, 

En este problema hay penetración, pues todas las aristas de la 
superfició prismálica cortan la superficie esfórica. 


2 -Jin da figura 441 hemos hallado la intersección: de tirao 
perficie cónica y una prismática. 


Fxc. 442 


Las caras de frente de la superficie prismática, paralelas al oje de 
la superficie cónica, determinan como secciones arcos de hipórbolas. 
Para encontrar el vértice de la hipérbola se ha recurrido a un plano 
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de perfil. Puntos cualesquiera de la sección Íucron obtenidos mediante 
planos secantes horizontales. 


4. — Las imoersecciones de 2 y 3 tienen aplicación, en rnecánica, 
en el dibujo de las caras de las tuercas de tornillos y en el de cabezas 
de pernos. 


Fic. 443 


En la tuerce a chaflán esférico o en la cabeza exagonal de bulén, 
representada en la figura 442, el chaflán es una porción de superficie 
esférica. Las caras de frente de la tuerca o de la cabeza de bulón 


cortan la superficie esférica de centro (O,, Oz) y radio 0,4, según 


INTERSECCIÓN DE SUPERSICUES 


rara de diámetro. Qué 
CUE, cd Sa benios, se provectan votr- 
ucalmcor ey lanjafía real 

as caras laterales, sifuudas es 
planos verticales oDÍicuos con respoc- 
to al piano vertical, delermaran clip 
ses en la forma indicada en el ué- 
mero 2 de este parágrafo, Marcada: 
las porciones útiles de las secciones 
planas halladas, resulta el trazado 
pedido. 


5. La figura 413 da la repre 
sentación de una cabeza de bulón 
exagonal a chaflán cónico. Consta 
de un prisma exagonal con la base 
superior cónica. El ángulo que for- 
man Jas generatrices del contorno 
aparente del cono es 100% en el sis- 
tema métrico decimal y 120% en el 
sistema inglés. 


Las caras del prisma cortan la 
superficie cónica según hipérbolas 
que pueden determinarse por puntos, 

La parte superior plana de la 
cabeza del bulón corta el cono según 
un círculo. 


Enola práctica se sustituyen Jos 
arcos de hipérbolas por arcos de cir- 
cun ferencias. 

Asi se ha hecho en la figu- 
ra 414, en la cual todos Jos elemen- 
tos necesarios para cl trazado del 
bulón son deducidos del diámetro 
exterior d de los filetes, 
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EJERCICIOS 


122, Hallar la intersección de las superfi- 
cies de la pirámide y del cilindro in- 
dicados en la figura. 


EJercicio 122 


123. Hallar la intersección de 
las superficies de un 
prisma y de un cilindro. 


Fsercicio 123 


1 
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EJExcicio 124 


25. Determinar la intersección de 
las superficies esférica y cilín- 
drica indicadas en la figura. 


124, Determinar la intersección de 
las superficies esfírica y pris 
mática dadas ex la figura 


A A 
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$22 INTERSHCOCION 432 


1. — Entre las superficies cónicas y cilíndricas consideradas en el 
parágrafo 90 algunas eran de revolución Para hallar su intersección 
no tué necesario recuwnir a métodos distintos de los establecidos para 
las superficies cónicas y cilíndricas en general, salvo en algún caso 
muwv sencillo, para simplificar la construcción. 

Nos ocuparemos ahora dei problema de la intersección. de dos su- 
perficies cualesquiera de revolución en aquellos casos de solución 
simple e interesante, es decir, precisanuo más las cosas, en aquellos 
casos en que los ejes de las dos superficies son coincidentes, 0 si no 
son coincidentes, que estén en un mismo plano. 

Pueden establecerse así tres casos: 1% ejes paralelos; 2% ejes cow 
currentes; 3% ejes colmcidentes. 


2. —Si los ejes son paralelos, utilizaremos como superficies se- 
cantes auxiliares planos perpendiculares a los ejes. Las Secciones 
producidas son circunferencias que sabemos determinar. Jos even- 
tuales puntos comunes a cada par de circunferencias son puntos de 
la ¡mtersección, 


3.-— Trátese, por ejemplo. de encontrar la intersección do uns 
superficie esférica y wa clindrica (fig. 440). 

Como cualquiera de los diámetros de la superficie esférica puede 
ser considerado como eje, basta, en este problema, que los planos secan- 
tos auxiliares sean perpendiculares al eje de la superficie cilíndrica. 


t 

Las socciones producidas en ésta se proyectan horizontalmente sobre Ja 
base; las producidas en la superficie esférica se proyectan, en cambio. 
según circunferencias de centro Oy. Los puntos comunes a cestas de 
cunferencias y a la base del cilindro son puntos de la intersección. 

Así, el plano a, dado por su única traza 09, permite hallar, en |: 
forma indicada, el punto (P,, Pa) de la intersección en la porción: 
visible de la curva, y el (Q;, Q»), en la invisible. 

En vez de seguir hallando puntos cualesquiera conviene stempre 
hallar los llamados puntos notables de la curva de intersección. 

. — En primer lugar aquellos situados sobre el contorno aparente 101 
tical de la superficie esférica. Para esto, en vez de recurrir au plano 
secante perpendicular al eje del cilindro, se recurre con ventaja a 
plano que contiene el meridiano principal de la superficie esfórna 

Su íúnica traza es f, y corta la superficie cilíndrica según la 
generatrices que se proyectan sobre el plano x1 en los puntos 42, y Ma 
y la superficie esférica según el meridiano principal. Los putos 4 
y Na, en que aquellas generatrices cortan este meridiano, son le. 
puntos buscados. 

En segundo lugar determinanse los puntos de la intersección 0 
tenecientes al contorno aparente verlical de la superficie cilindro o 
También aquí, si se quiere, puede usarse un plano pa talelo al verte al 
de proyección: el que proyecta sobre m1 el diámetro AB, paralelo 


vag 


SUPERFICIES 


INTERSECCION DE: 


a e a 


Ú a US 
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LT, de la base del ciluidro. Su única Lraza es y1, que permite hallar 
sin dificultad los puntos 42 y Be. 

En tercer lugar se individualizarán los puntos en los cuales la 
tangente a la curva es horizontal. Corresponden a los situados sobre 
el diámetro E,C101D,. La circunferencia con centro en O, y radio 
Ok, permite hallar la única traza (0 del plano secante auxiliar. Una 
línea de referencia por E, proporciona uno de los puntos, E», busca- 
dos. Del mismo modo, la circunferencia con centro en O, y radio 0,D; 
determina la traza se de otro plano secante, gracias al cual se fija el 
otro punto, Da, buscado. 

Con la proyección Pz de un punto genérico P, con Ma y Ns sobre 
el meridiano principal de la superficie esférica (en éstos, meridiano y 
curva de intersección son tangentes), con Az y Ba sobre el contorno 
aparente de la superficie cilíndrica, y con Ez y Do, en los cuales la 
tangente a la intersección es horizontal, se puede trazar perfectamente 
la proyección vertical de la línea de salida de la intersección. 

Por simetría puede construirse la curva de entrada. 

Conviene completar el problema hallando la tangente a la inter- 
sección en uno de sus puntos P= (P,, P»). 

La recta tangente es la intersección de los planos tangentes en ese 
punto a la superficie esférica y a la cilíndrica. 

La traza horizontal 5, del plano tangente a la superficie cilindrica 
coincide con la tangente 1, a la traza de la superficie sobre el plano de 
proyección horizontal. El plano tangente a la superficie esférica puede 
ser determinado mediante las tangentes en P al paralelo y al meridiano 
que pasan por este punto, La tangente al paralelo es la horizontal 
(La, 12). 

La tangente al meridiano puede ser determinada siguiendo cual- 
quiera de los procedimientos establecidos en $ 83. Sigamos el que se 
basa en la afinidad entre dos meridianos de una misma superficie de 
revolución. Se sabe que las tangentes en puntos correspondientes son 
también afines. Se traza entonces la tangente por P; y se une P2 con 
el punto R¿ en que aquélla corta el eje 0102 de afinidad. La recta 1 
obtenida es la proyección vertical de la tangente al meridiano que pasá 
por P. Su proyección horizontal es 2//. Para hallar las trazas de la 
recta 1” se puede proceder como se ha procedido siempre, pero, por 
razones de espacio en el dibujo, consideremos un nuevo plano hor: 
zontal de proyección, el horizontal que pasa por Oz. La traza hor: 
zontal será entonces (1%, TY). Por Tí debe pasar la traza horizon 
tal del plano tangente a la superficie esférica, y como por contener da 
recta horizontal 1” debe ser paralela a f,, se traza por T7/ la para 
lela 0, a 1. Se tiene así la traza del plano tangente a la superficie 
esférica. El punto T,, intersección de p y 9, es entonces la prove 
ción horizontal de la traza horizontal de la tangente a la curva de 
intersección. Su proyección vertical es To. Uniendo Ta con Pico 
tiene la tangente pedida TP es (PP, PrsPo). 
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Ñ ao ha ca dicies de recodo dro Gh LE Us (tb de podia 
se cortar sepia tao o varios parate tos comunes. La Bgura ABD reja 
senta dos cuperlicios de re woHieion didas por ost ánico oje [OS 
sas mendimos principales respestivos (11, 112) y (M4, mó). La un 
tersección de las dos superficies es el paralelo coniúón de radio OA 
proves tado horizontalmente en Lino real y verticalmente seg non 


«Bámelro AB 


Pro. 446 


La figura 447 hace ver dos aplicaciones sencillas de este ln 
portante ropiedadi 


5. — Cuando debe hallarse la intersección de dos superficies cua- 
lesquiera de revolución, cuyos ejes se cortan, puede escogerse como 
plano vertical de proyección uno paralelo al plano de los dos ejes y 
como plano horizontal uno perpendicular al de los ejes. 

En este caso el uso de planos secantes auxiliares no resulta couve 
niente. pues no es posible consegutr que un mismo plano corte las des 
superficios dadas según Cirennferencias. Se recurre entonces a uma 
serie de superficies esfóricas auxiltares concéntricas, De acuerdo con 
lo establecido en el núunero anterior, si uma superficie esférica tiene su 
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centro en el eje de otra superficie de revolución, la ioterección es 
una circunferencia. Si entonces se toma como centro el punto Corán 
a los dos ejes, la superficie esférica considerada corterá según una cir- 
cunferencia cada una de las superficies de revolución dadas. Los even- 
tuales puntos comunes a las dos circunferencias son puntos de la in- 
tersección buscada. 

Este método es práctico solamente cuando los dos ejes son para- 
lelos a uno de los planos de proyección, porque sólo entouces las cir- 
cunferencias aludidas se proyectan sobre ese plano según segmentos 
de recta. 

Supongamos entonces dos elipsoides (Big. 448). El eje del uno, 
vertical; el eje del otro, oblicuo con respecto al plano horizontal. es pa- 
ralelo al plano vertical. Los dos ejes se encuentran en E, ES. Una 
superficie esférica auxiliar, la de radio 4,4», por ejemplo, corta la 
superficie de eje vertical según la circunferencia que se proyecta sobre 
“ta COMO segmento AzB»; y la otra superficie, según la cirennferencia 
que se proyecta como segmento CaD, también sobre «l plano .. El 


Fic. 447 


punto M, común a esos segmentos es la proyección vertical de un 
punto de la intersección. 
Como M, está en el paralelo proyectado horizontalmente según la 


circunferencia de centro E, y radio ALE, una línea de referencia per 
rte determinar M,. El punto hallado es, pues, (M,, Ma). 

La misma superficie esférica individualiza un segundo punto de 
intersección, el (Mi, Mo), invisible en proyección vertical, 

Y así para otros puntos, 


SUPERIGODES 
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En proyección horizontal no se ha representado, por innecesario 
y por razones de claridad, el contorno aparente de la superficie de 
revolución a eje oblicuo, j 


6.-— Como caso particular consideremos la intersección de una 
superficie cónica y otra cilíndrica, ambas de revolución, siendo sus 
ejes concurrentes y perpendiculares (tig. 449). 

Es el caso de una chimenea troncocónica de una caldera. El punto 
O es el centro de las superficies esféricas auxiliares. 


Fic. 449 


En vez de la proyección horizontal se ha marcado esta vez cl 
perfil de las superficies. La proyección sobre el plano de perfil es el 


AAA 
arco C¿43C3 común a las dos superficies. 
Los puntos Az y Ba comunes a los dos contornos aparentes verti 
cales son, evidentemente, puntos de la intersección. 
La superficie esférica tangente a la superficie cilíndrica da lo. 
puntos más bajos C y C*, 
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L La mtersección de superficies tiene Treruente aplicación en 
importantes problemas prácticos. Mostraremo: iÉgunos, 

Relimiéndonos a la mecánica, la figura 450 hace ver la unión 
de piezas cilíndricas de diámetros distintos. 


La figura 451 da el detalle de un codo de caños cilíndricos, como 
los utilizados, por ejemplo, en justalaciones de calefacción y ventila 
ción. En estas instalaciones se hace r lo mayor posible, pudiendo llegar 
hasta 1,5 veces el diámetro del cilindro para disminuir la resistencia 
al paso del fiúido. Hi ángulo del codo es en la figura 9 == 90%, pu 
diendo, naturalmente, ser distinto, 

Fl codo consta de cuatro cilindros que se cortan sucesivamente. 
Las secciones son planas (elipses). 

Las figuras de la derecha muestran cómo de uma chapa única 
o de un cilindro único pueden obtenerse los cuatro trozos necesarios 
para el codo. 


2. Refiniéndonos a la construcción, la figura 452 muestra uns 
bóveda de arista constituida, como se sabe, por la intersección de de 
bóvedas de superficies semicilindricas. 
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Fra. 451 


